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Atlas 


Franz Magyar TF 


Am 4. September 1958 starb véllig unerwartet der Rektor der Technischen Hoch- 
schule Wien, Magnifizenz ordentlicher Professor Dipl.-Ing. Dr. techn. Franz Magyar, 
Vorstand des Institutes fiir Strémungslehre, im 65. Lebensjahr. Seine Verdienste 
wurden anlaBlich seines 60. Geburtstages in dieser Zeitschrift eingehend gewiirdigt*). 


Magyar wurde am 6. Mai 1894 in Wien geboren und begann seine Studien als Horer 
der Fakultat fiir Maschinenwesen im Jahre 1912 an jener Hochschule, mit der er sein 


langes Berufsleben hindurch engstens verbunden blieb und die ihn schlieBlich noch ein 
Jahr vor seinem Tode zu ihrem héchsten Amt als Rektor magnificus berief. Magyar 
unterbrach seine Studien nach der ersten Staatspriifung im Jahre 1915 zur Ableistung 
des Militardienstes. Ein Jahr spiter wurde er zur Luftfahrttruppe iiberstellt, wo man 
ihn mit flugtechnischen Spezialaufgaben betraute. Das Zusammentreffen mit hervor- 
ragenden Wissenschaftlern, wie Hopf, von Karman, Knoller und von Mises, 
diirfte zu seiner spiteren Vorliebe fiir die Stromungstechnik wesentlich beigetragen 
haben. Nach Kriegsende schlo8 Magyar seine Studien am 26. Juni 1919 mit der zweiten 
Staatspriifung ab und begann am 1. Januar 1920 seine akademische Laufbahn als 
Assistent an der Lehrkanzel Hofrat Professor Ing. A. Budau. Im gleichen Jahr noch 
erhielt er seinen ersten Lehrauftrag zur Abhaltung der Vorlesungen aus Hydraulik. 


*) Osterr. Ing.-Arch. 8, 8. 79 (1954). (Mit einem Verzeichnis von 41 Originalarbeiten.) 
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Trotz seiner hauptberuflichen Verpflichtungen als Professor fiir Mechanik, Maschinen- 
kunde, Physik und Elektrisches Laboratorium an der Bundeslehranstalt fiir Maschinen- 
bau und Elektrotechnik in Wien X in den Jahren 1921 bis 1938 war er weiter an der 
Hochschule tatig. Nach Budaus Tod im Jahre 1923 wurde ihm die Supplierung der 
Facher Hydraulik, Wasserkraftmaschinen und Pumpen der nunmehr verwaisten Lehr- 
kanzel und die Leitung des Hydromechanischen Laboratoriums tibertragen. 


Am 10. Juli 1923 promovierte Magyar zum Doktor der technischen Wissenschaften 
und habilitierte sich am 24. Oktober 1927. Als Privatdozent hielt er zusatzlich Vor- 
lesungen iiber ausgewahlte Kapitel aus der Hydraulik, tiber Stromungstechnik und 
spezielle Probleme der technischen Strémungslehre. Seine erfolgreiche Lehr- und um- 
fangreiche Forschungstatigkeit wurde am 3. Juli 1937 durch die Verleihung des Titels 
eines auBerordentlichen Hochschulprofessors und schlieBlich durch die Berufung zum 
ordentlichen Professor fiir Stromungslehre gewiirdigt, die am 17. Dezember 1945, auf 
Grund eines einstimmigen Beschlusses des Professorenkollegiums erfolgte. 


Mit groBer Umsicht und Fachkenntnis leitete Magyar vom Studienjahr 1946/47 
an vier Jahre lang als Dekan die Geschiafte der Fakultat fiir Maschinenwesen. 


Magyar hat als begeisterter Lehrer eine seiner Hauptaufgaben darin gesehen, den 
Studierenden einen umfassenden Uberblick iiber das weitliufige Fachgebiet der Stré- 
mungslehre und Gasdynamik zu geben; iiber sein eigenes Fachgebiet hinaus war es 
sein vornehmstes Ziel, die Studierenden unserer Hochschule mit einem méglichst 
universellen Wissen zu versehen. In diesem Sinne verhalf er auch mit unermiidlicher 
Energie einer neuen Studienordnung zum Durchbruch. Er war auBerdem immer darauf 
bedacht, das hohe Niveau der Technischen Hochschule Wien und damit deren Ruf 
noch weiter zu heben und ihr den Charakter einer Universitat zu verleihen. Er war 
deshalb auch ein eifriger Verfechter des Prinzips der Lehr- und Lernfreiheit. 


Magyar hat neben seiner umfassenden Tatigkeit an der Hochschule als Lehrer und 
Forscher — 45 Originalarbeiten geben Zeugnis von seiner wissenschaftlichen Kinfalls- 
kraft und Produktivitat — noch Zeit fiir viele andere Aufgaben und fiir beratende 
Tatigkeit in der Industrie gefunden. Besondere Verdienste erwarb er sich beim Aufbau 
der dsterreichischen technischen Fachzeitschriften und als Schriftleiter dieser Zeitschrift. 


Magyars Persoénlichkeit ware nicht voll gewiirdigt, wollte man ihm nicht auch als 
Mensch jene Anerkennung zollen, die er als Wissenschaftler und Lehrer verdient hat: 
Bescheiden, liebenswiirdig, vornehm, hilfsbereit und gerecht war er ein ruhender Pol 
in der manchmal hektischen Atmosphire des Alltags. DaB er das sein konnte, war 
aber sicher auch dem Umstand zuzuschreiben, da er in langjaihriger, ungewéhnlich 
harmonischer und tiberaus gliicklicher Ehe mit seiner Frau Gisela lebte, deren Fiirsorge 
und opferbereite Hingabe wahrend seiner schweren Erkrankung ihn das nahe Ende 
nicht ahnen lie8. 


Die Kronung seines Berufslebens erfuhr Magyar durch die Wahl zum Rektor 
magnificus der Technischen Hochschule Wien fiir das Studienjahr 1957/58 und durch 
die Wahl zum wirklichen Mitglied der Osterreichischen Akademie der Wissenschaften 
der mathematisch-naturwissenschaftlichen Klasse, die am 20. Mai 1958 erfolgte. Es 
mag allen seinen Freunden und Kollegen nur als geringer Trost erscheinen, daB Magyar 
auf dem Hohepunkt seiner Laufbahn von uns gegangen ist. Mit seinem Tod hat die 
Technische Hochschule Wien einen hervorragenden Lehrer, einen ausgezeichneten 
Fachgelehrten und verdienstvollen Forscher verloren. Seine Freunde und Kollegen 
betrauern einen edlen und aufrechten Menschen. 


F. Schulz, Wien 


(Mitteilung aus dem Institut fiir Einfihrung in die Stark- und Schwachstromtechnik, Wien) 


Uber das Drehmoment im elektromagnetischen Feld 
Von H. Hofmann 


Zweiter Teil 
Stationares Magnetfeld, nichtstationares elektromagnetisches Feld 


Mit 1 Textabbildung 


Zusammenfassung. Im ersten Teil dieser Arbeit! wurde, nach einer allgemeinen Einfiihrung, 
das Drehmoment im elektrostatischen Feld behandelt. Es folgen jetzt die analogen Untersuchungen 
im stationaren Magnetfeld, und zwar sowohl im Sinne der ,,Theorie magnetischer Mengen“ als 
auch im Sinne der Elektronentheorie (,,Elementarstromtheorie‘‘). Im allgemeinen, nichtstationaren 
elektromagnetischen Feld tritt zu den Ausdriicken des stationiren Feldes die zeitliche Anderung 
des elektromagnetischen Drehimpulses. 


V.2 Das direkte (kérperfeste) Drehmoment im stationiren Magnetfeld der 
» Theorie magnetischer Mengen“ 


A. Ansatz und Umwandlung in ein Volumsintegral 


Nach der ,,Theorie magnetischer Mengen“ wird der Magnetismus der Materie auf 
magnetische Mengen zuriickgefiihrt. Da es ,,wahre“‘ magnetische Mengen nach den bis- 
herigen Feststellungen nicht gibt, sind die resultierenden ,,freien‘’ Magnetmengen aus- 
schlieBlich Polarisationsmengen, die im Bereichsinneren mit der raumlichen Dichte 


(19)? o s2) — div H== —div f= ee) 

und an der Bereichsgrenze mit der Flachendichte 

(13) omen) — Yt 

verteilt sind. (Vgl. Kap. II/C.) Wahrend die Quellen des Magnetfeldes durch die ma- 


gnetische Ladungsdichte G1.(19). bestimmt sind, sind seine Wirbel mit der raumlichen 
Dichte der Leitungsstréme verkniipft: 


1G =rot §. (92) 
Co 


Im Bereich der ,,Theorie magnetischer Mengen“ ist dem Makrovektor § der Charakter 
der magnetischen Feldstarke zuzuschreiben (s.*, Abschn. 2), er ist also fiir den direkten 
Kraftangriff an den magnetischen Mengen und an den Leitungsstromen maBgebend, 
was nicht im Widerspruch steht zu der Tatsache, dai die ponderomotorische Kraft auf 


1H. Hofmann: Uber das Drehmoment im elektromagnetischen Feld, I. Teil. Osterr. Ing.- 
Arch., Bd. XI, H. 4 (1957). 

2 Die Bezifferung der Kapitel und der Gleichungen schlieBt an den I. Teil dieser Arbeit an. 

3 H. Hofmann: Uber die Deutung der Maxwellschen Gleichungen mit Hilfe elektrischer 
und magnetischer Merigen. Acta Physica Austriaca 11, H. 2 (1957). 
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einen stromdurchflossenen Leiter durch den Vektor % bestimmt ist (s.4, Kap. VIII, 3, 2). 
Das Drehmoment, mit dem das stationire Magnetfeld direkt (korperfest) an einem 
Kérper — also an einem ,,physikalisch‘‘ begrenzten, kérperlichen Materiebereich — 
angreift ist demnach 


gM = [x x (ome) H ate ~6 x o)av +. ot x Tp men) HdA ; (93) 
V A 


(Index M... ,,Theorie magnetischer Mengen“, kurz ,,Mengentheorie“‘). Fiihrt man in 
Gl. (93) fiir die Dichten der Magnetmengen und der Leitungsstréme die Zusammen- 
hange mit den entsprechenden Feldvektoren gemafs den vorhin angegebenen Gln. (19), 
(92) und (13) ein, so ergibt sich 


Zip = |r x ( (O div + rot H x §) Yat ade n) dA. (94) 
Vv 


Es wird nun das direkte, kérperfeste Drehmoment in ein Volumsintegral umgewandelt. 
Das erste Integral in Gl. (94) ist bereits ein Volumsintegral, so dafB nur das zweite 
umgeformt werden mu8: 


es n) dA = $e x B) Gn n)dA. (95) 


Die weitere Coon kann wegen der Near zum elektrischen Feld dem Rechen- 
gang Gl. (25) bis Gl. (28) entnommen werden, es tritt hier nur an die Stelle des Feld- 
vektors © der Vektor §, an die Stelle des Polarisationsvektors $$ der Vektor 3 


ie n) §dA = oe x Gn n) dA = 


= [rx Odiv dV + [ex (Sgrad) HdV —[H x QT. (96) 
Vv Vv V 
Fiihrt man dieses Resultat in Gl. (94) ein, so erhalt man 


Lion) =| ( x §) div (© + 3) dV +f x {(Ggrad) H + rot x H} + $x H)dV. (97) 
V V 


Nun ist einerseits 
div (9 + $) = div 8 = 0, (98) 
andererseits bedeutet 


($ grad) § + rot} x § = (Ygrad) H + —-G x H = div TGR, = V Ton = fom ’ (99) 
bak Gin. (69) bis (72)] die Kraftdichte, mit der das Magnetfeld nach der ,,Mengen- 
theorie“ an einem magnetisierten und von Leistungsstrémen durchflossenen Korper 
direkt angreift. Dabei gilt fiir den Tensor Tin) 


(M 1 i} 
TY =; 8-4 O1 =H; B— 4 (8H) 1 ++ (99)1. (100) 
Aus den Gln. (97), (98) und (99) folgt schlieBlich 
Eiomy = {te Fo + 3x 9} aV = i eX (V Tie) +x H} a7. (101) 
Vv 


4H. Hofmann: Uber den Kraftangriff des stationaren elekt 
eae “Ara wie ine n elektromagnetischen Feldes an der 


> S. FuBnote 4, S. 4. 
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Das mit Hilfe der Feldvektoren ausgedriickte Resultat stimmt wieder véllig mit dem 
des elektrischen Feldes Gl. (32) tiberein, obwohl zwischen beiden Feldern gewisse 
Unterschiede bestehen: Im Magnetfeld gibt es keine ,,wahren‘‘ Mengen, andererseits 
tritt zusitzlich eine Kraft auf (elektrische) Leitungsstréme auf; trotzdem kann 
Gl. (32) unmittelbar in Gl. (101) titbergefiihrt werden, es mu8 wieder nur & durch §, 
® durch B und $ durch §, und zwar auch im Tensor T{f}), ersetzt werden. 
Ebenso 1aBt sich die Momentendichte 

tom =t x fom + 3x © (102) 
zwanglos als Summe des Momentes der resultierenden Volumskrafte und der Momenten- 
dichte der Kraftepaare deuten, die an den polarisierten, kérperlichen (,,physikalisch‘‘ 
begrenzten) Volumselementen der Materie direkt angreifen. So wie im elektrischen 
Feld erfassen die Volumskrafte f{}}, Gl. (99) — abgesehen von den Kriaften auf die 
ausschlieBlich raumlich verteilten Leitungsstrome — nur die auf die magnetischen 
Doppelschichten einwirkenden resultierenden Krafte, so daB beim Drehmoment 
wieder der zusatzliche Summand § x §, die Momentendichte der Kraftepaare, hinzu- 
treten muB. 


Man konnte auch von einem polarisierten Volumselement (Dipol) ausgehend die 
Giltigkeit der Momentendichte Gl. (102) nachweisen, doch kann wegen der Analogie 
zum elektrischen Feld, wo der entsprechende Nachweis bereits erbracht wurde [GIn. (42) 
bis (44)], auf die nochmalige Ableitung verzichtet werden. 


B. Umwandlung in ein Oberflachenintegral 


Das direkte Drehmoment, dessen Ansatz durch Gl. (93) gegeben ist, 14Bt sich auch 
in ein Oberflachenintegral umwandeln, wobei man am besten gleich vom veranderten 
Ansatz der Gl. (94) ausgeht: 


(94) Ein} = | x (div H + rot x ) dV + Grx (Fn) HAA. 
V A 


Da das zweite Integral bereits ein Oberflachenintegral ist, mu8 nur mehr das erste 
weiter behandelt werden. Man fiihrt hiezu zunaichst die folgende Umformung durch: 


H div H + rot x $= H(VH) — 9 x (VX $) = H(VH) —V (HB) + (GV) B= (8) — 
—~V(8%) =7 (9:9) — 7 $ = 70:8) —VF1=7(9:9- 591) =7 TG}. (103) 


Fiir den symmetrischen Tensor Tes [s. auch °, Gl. (66)] gilt also 


TH = 9;9-SO1=TR. (104) 
Aus Gl. (94) folgt mit Gl. (103) 
Tih + [ex (V Tih) dV + Or x (Sn) Had. (105) 
V A 


Wegen der Symmetrie des Tensors Ti) 1aBt sich die folgende einfache Umwandlung 


durchfiihren [s. die Gln. (52) bis (56) und die Anmerkung zu Gl. (56)]: 
fr x (V TER) dV = ex (Th) n)dd. (106) 
v A 


6 §, FuBnote 4, S. 4. 


6 H. Hofmann: 
Aus Gl. (105) folgt mit den Gln. (106) und (104) weiterhin 
TOR, = hex {TE n+ (5 9) a} dd = 
A 
= gtx (9:9 + 9:34 691) nhdA = or x (9:8 — 5 97] nda (107) 
A 


Der Tensor in der letzten Form von Gl. (107) ist der fiir ,,physikalische‘ Bereichs- 
abgrenzung giiltige Spannungstensor T (pz) der Mengentheorie Gl. (100), so da man unter 
Verwendung von 


Piohy = Tipny 1 (108) 
wieder auf die auch im elektrischen Feld giiltige Form 
Ein) = Ot x (Ton n) dd = Ot x pon dd (109) 
A A 


gelangt. Driickt man also die am Korper direkt angreifenden Krafte durch ein System 
von Spannungen Dine) [Gl. (108)] aus, so ist das direkte, kérperfeste Drehmoment 


wieder einfach das Moment dieser Spannungen. 


VI. Das direkte (kérperfeste) Drehmoment im stationdren Magnetfeld 
der ,,Elementarstromtheorie“ 


A. Ansatz und Umwandlung in ein Volumsintegral 


Vom Standpunkt der Elektronentheorie aus gibt es keine magnetischen Mengen, 
weder ,,wahre“ noch Polarisationsmengen. Der Magnetismus der Materie wird auf 
stationire Elementarstrome zuriickgefiihrt, die im Inneren der Materie raumlich mit 
der Dichte 
(20) G®) = cp rot § 


(Index #... ,,Elementarstromtheorie“‘, Elektronentheorie) und an der Grenze zum 
benachbarten Materiebereich mit der flachenhaften Dichte 


verteilt sind (vgl. Kap. II/C). Im Gegensatz zur ,,Mengentheorie“ liegt jetzt eine 
,.Hlementarstromtheorie‘‘ des Magnetismus vor, wobei im Rahmen dieser Theorie 
die Bedeutung der Feldstarke des magnetischen Makrofeldes die GréBe $ tibernimmt 
(s.?, Abschn. 1). Aus den Gln. (92) und (20) folgt einerseits, daB die Wirbel des magneti- 
schen Feldvektors 8 mit der resultierenden (,,freien‘‘) Stromdichte verkniipft sind 


= (G+ G™) = rot + rot ¥ = rob B, (110) 


andererseits ist das Magnetfeld der ,,Elementarstromtheorie‘‘ mangels magnetischer 
Mengen quellenfrei: 


(98) div $ = 0. 


Pir das Drehmoment der an den Leitungs- und Magnetisierungsstrémen eines 
k6rperlichen (,,physikalisch‘‘ begrenzten) Materiebereiches direkt angreifenden Krafte 
ergibt sich der Ansatz 

G 1 0 ( ; 
To) = Jrx— {(G+6%) x Bp dV + or x < (j{® x B) dA. (111) 
v A 


7 8. Fuf8note 3, 8. 3. 
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Driickt man die Dichten ©, 6) und j™ durch die VektorgrdBen % und § entsprechend 
den Gln. (110) und (21) aus, so erhalt man aus Gl. (111) 


Toh = [rx (ob B4+B)dV + hex {3x n) x By dA. (112) 
v A 
Zur Umwandlung von Zip in ein Volumsintegral mu8 zunachst nur das zweite 


“aa in Gl. (112) mit Hilfe des Gau8schen Integralsatzes Gl. (53) weiter behandelt 
werden: 


brx (9 n) xX B1dA = baa (onx 3) x B} xr = [ dV (7 x 3) x B} xt. (113) 
V 


Durch Anwendung der Produktenregel der Differentialrechnung und unter Beriick- 
sichtigung der Gln. (98), (79) und (27) erhalt man ferner 


tx {(3xn) x Bydd = — [rx (7x 3) x B}aV + [{Bx(GxV)} xraV = 
A V V 
ee [rx (rot 3x B}aV — tx {$divB—V (%-B)} dV + J SBN) x3) Vxt}dV= 
V 
= |rx{—rot 3x B+ V (3B) V+ [9x (BP) vaya fey {— rob 3x B+ 
I V 


Vv V 


+V(3-B)} V+ [3x {BW;y} dV = [rx {— rot ¥x B+ V (B.-B)} aV+ 
v 


V 
[3x (BD dV= [ex {— rot 3x B+ V(3B}dV+ (9x Bay. — (114) 
v 4 Vv 
Fiihrt man das Resultat Gl. (114) in Gl. (112) ein, so folgt 
Tbh = [xx (rot H x B+ V (3.8)} dV + [3x BET. (115) 
v 4 


Das erste Integral in Gl. (115) bedeutet die Summe der Momente der an den einzelnen 
k6rperlichen (,,physikalisch“ begrenzten) Volumselementen direkt angreifenden 
(resultierenden) Krafte. Die Dichte dieser Krafte wurde bereits in * abgeleitet 


rot X B+ V(3-B) = — Gx B+ V (SB) = TR = div Thr = fh, (116) 
wobei der Tensor T(f}) die Gestalt 
TH =H; B—+F(BH)14+>(9¥)1 (117) 


besitzt. Man erhalt somit fiir das direkte (kérperfeste) Drehmoment der ,,Elementar- 
stromtheorie‘ 


ath = [fx fi + 3x BlaV =| {ex (VTE) +93xBldy, (118) 
4 V 
also ein Resultat, das zu dem des elektrischen Feldes und dem des magnetischen 


Feldes der ,,Mengentheorie“ analog ist: Die Momentendichte 


ax\) Z 
toy = ap = tX fiom +3 x B (119) 


8 H. Hofmann: Uber den Kraftangriff des Magnetfeldes an Elementarstrémen. Osterr. Ing.- 
Arch, 14,0 H2-1(1957): 


8 H. Hofmann: 


setzt sich wieder aus dem Moment der (resultierenden!) Volumskrafte und der 
Momentendichte $ x 8 der an den polarisierten Volumselementen angreifenden 
Kraftepaare zusammen. Die Tatsache, daB in der Momentendichte der Kraftepaare 
jetzt der Vektor 8 auftritt, wihrend der analoge Ausdruck der , Mengentheorie* 
3 x $ den Vektor § enthalt, ist vollig sinngemif und war zu erwarten, da im Bereich 
der ,,Elementarstromtheorie“’ dem Vektor 8 die Bedeutung der Makrofeldstarke des 
Magnetfeldes zukommt. 

Im Bereich der ,,Elementarstromtheorie“ ist ein magnetisch polarisiertes Volums- 
element durch einen Wirbelring darzustellen und es soll jetzt die Giiltigkeit der 
Momentendichte Gl. (119) auch noch vom Moment der auf einen solchen Wirbelring 
ausgetibten Krafte ausgehend nachgewiesen werden: 

Das Charakteristische eines Wirbelringes ist die drtliche Kon- 
stanz der Stromstirke seines in sich geschlossenen Stromes, der 
etwa an der Mantelflache eines Volumselements, also in einem 
eng begrenzten Gebiet eines im allgemeinen Fall ortlich verander- 
lichen Feldes %, flieBt. Stromdichte j™ und Polarisationsvektor 3 
sind also im Gegensatz zum Feldvektor § fiir den Bereich des 
Wirbelringes ortlich konstant. (Die analogen Verhialtnisse gelten 
fiir den dualen Fall der Doppelschicht.) 


Auf ein Flachenelement der Mantelflache 6h - ds wirkt eine Kraft 


dB GY = i x Bdkds = (3x n) x Bohds. (120) 
Das Moment dieser Kraft ist dann bei § = Jm 
dX) =tx ((F Xn) xX B} dhds =t x (0 x B) J bhds, (121) 


woraus das Drehmoment fiir den Wirbelring (d8 = ds - 0) 


bXoom = J Oh bt x (dB x B) = —F oh & (ds x B) xt (122) 
folgt. Mit Hilfe des Stok esehen Satzes als Oneeeenieeel 
bds— [aux V (123) 
erhalt man weiterhin ‘ ‘ 
Nhe ee J oh | {(d%l x V) x B} xr= Joh [rx ((d% x V) x B} + 
o4 o4 


+ J oh | (Bx (dX x V)} xr=Joh {r x V (B dX) — J oh [ex (VB) Al + 
34 34 : 


6A 


+ Joh [dX (BV) xx — Soh { (BAW V xt. (124) 
34 8A 


Auf Grund der Gln. (98) und (79) verschwinden zwei Integrale und es wird, da einer- 
seits wegen d§=ds-o die Zuordnung d&=dA-m (}+9) und _ andererseits 
oh -dA =adPD gilt, 


so), alp x7 (B%) av +3 x (B y)rav = {x x V (3.8) V+ [3x {8 (V;1)} dV. 
OV OV OV OV (125) 


* Die Bezifferung der Abbildungen schlieBt an den I. Teil der Arbeit an. 
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Beriicksichtigt man ferner 


MO: to DSF: (126) 
so erhalt man aus Gl. (125) 
st), = [rx 7(3.B)aV + 3x BdV (127) 
ov OV 
und als Momentendichte 
th =tx 7(%B)+9XB. (128) 


Wie erwahnt, ist der erste Summand das Moment der schon in ! abgeleiteten, an einem 
Wirbelring angreifenden resultierenden Kraftdichte, der zweite bedeutet eine Mo- 
mentendichte von Kraften, die zur Resultierenden nichts beitragen, es ist also die 
Momentendichte der an dem Wirbelring angreifenden Kraftepaare. Summiert man 
hiezu noch die Momentendichte der auf die Leitungsstréme ausgeiibten Krafte, so 
folgt in vélliger Ubereinstimmung mit den Gln. (119) und (116) 


{tO = rx {- 6x B+ V (3. B)} + 3x B= rx fh + 3x B. (129) 


B. Umwandlung in ein Oberflachenintegral 


Soll das Drehmoment Dish), dessen Ansatz durch GI. (111) gegeben ist, allein durch 
ein Oberflachenintegral dargestellt werden, so geht man am besten von Gl. (112) 
aus, in der die MengengroBen bereits durch die Feldvektoren ausgedriickt sind: 


(112) Tiphy = [tx (rot) Bx B)AV + Hr x (Fx n) x BAA. 
i , 


Es mu jetzt der erste Summand in ein Oberflachenintegral umgeformt werden. 
Zu diesem Zweck wird zunachst der Ausdruck rot 8 x %, unter Verwendung auch 
von Gl. (98), weiter behandelt: 


rot 6 x 6= —Bx (Vx B) = —V (8B &.) + (BV) B= (BV) B+ BV B) —V (BB) = 
= V(8; 8) -7B=/7 (8; 8— +B) =7 Te. (130) 

Der symmetrische Tensor Tf) [s. auch ™, Gl. (79)] 
fos OTe (131) 
erlaubt wieder die einfache Umformung [vgl. die Gln. (52) bis (56) und die Anmerkung 


zu Gl. (56)]: 
jr x (rot 8 x B) av=|t x (7 TE) dV = be x (Thin) dA. (132) 
y V A 


V 


10 S. FuBnote 8, S. 
S. 


ie 
11 §. FuBnote 4, 4, 


10 H. Hofmann: 


Aus den Gln. (112) und (132) folgt 


TR, = Grex (TH n) dd + hrx (BX n) x Bd = 

A A 

. 1 | ! . "7 Bs — 
x {(BiB— 7 Sl)n} ad + hx x (GB) 3(Bn)} dA 
x (8:8 — 5 B14 5 (BHI + 5 (BBI— 9-8) nf dd = 


= $rx {(9;8 -—F(BH1+ 7G B)I)nfad. (133) 
A 


Der Tensor in der letzten Form von Gl. (133) ist nun der fiir ,,physikalisch“ begrenzte 
(kérperliche) Materiebereiche giiltige Spannungstensor der ,,Elementarstromtheorie** 
Gl. (117), so daB in vélliger Analogie zum elektrischen Feld und zum magnetischen 
Feld der ,,Mengentheorie“‘ 


Tih) = ie be x (Timm) )dA= a x piphy dA (134) 


mit 

Pind) = Tip. t (135) 
folgt. Das Drehmoment ist also wiederum entweder direkt durch das Moment der 
Spannungen entsprechend Gl. (134) oder aber durch das Moment der (resultierenden) 


Volumskrafte zuziiglich der Momentendichte der an den polarisierten Volumselementen 
(Wirbelringen) angreifenden Kraftepaare gemaB Gl. (118) zu berechnen. 


VII. Der Spezialfall der Isotropie. Zusammenfassende Bemerkungen iiber das 
direkte (kérperfeste) Drehmoment im stationaéren Magnetfeld 


A. Der Spezialfall der Isotropie 


Bei isotropem Material, wenn also 


B= "LH (136) 


und 
J=B—-H=(w—1)H=~H="—B, (137) 


(uw... Permeabilitét, x ... magnetische Suszeptibilitat) gilt, werden die Spannungs- 
tensoren der ,,Mengen“- und der ,,Elementarstromtheorie‘‘ symmetrisch 


(100), (136) _ Toth sot. = 2.0; — 5 GL (138) 
(117), (136) Tint) tote, = 7 BiB — 5 P=“) BL. (139) 
Die Symmetrie der Tensoren bewirkt, da8 das Moment der Volumskrifte allein bereits 


dem Moment der Oberflachenkrafte (Spannungen) aquivalent ist, d. h. es gilt die 
einfache Umformung 


(M) od. (B) (M) od. (E 
fr x fn) isotr. dV= fr x Games dV => bt x Cliente) dA = 
V V A 
exe “ (M) od. (BH 
ey 0 UX ierneoes dA (140) 
A 
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[vgl. die Erlauterungen zu Gl. (56)]. Tatsichlich ae ee auch die pe cmen ta 
dichte der Kraftepaare im Falle der Proportionalitat von $ und § bzw. § und $ in 
den entsprechenden Gln. (101) und (118) wegen 


ox D=(u—1)9DxH=0, (141) 
bzw. 


5x8 = AB x B=0. (142) 


B. Zusammenfassende Bemerkungen iiber das direkte (koérperfeste) 
Drehmoment im stationéren Magnetfeld 


Die Untersuchungen iiber das direkte Drehmoment im stationdren Magnetfeld 
brachten — in analoger Weise wie im elektrischen Feld — das folgende Ergebnis: 

Das Feld tibt auf einen magnetisierten und von Leitungsstrémen durchflossenen 
K6rper direkt (in seinem Inneren) Krafte aus. Bei ihrer Berechnung ist die Tatsache 
zu beriicksichtigen, da zur richtigen Erfassung aller Mengen und Stréme des Kérpers 
dieser vom benachbarten Materiebereich ,,physikalisch‘‘ zu trennen ist. Man erhalt 
dann als direkte Kraftdichte nach der ,,Mengen‘‘- bzw. nach der ,,Elementarstrom- 
theorie“ 


(99) baw. (116) lay = div. Tan Se (143) 


(vgl. #, Abschn. VI und VIII). Die direkte Kraft des Feldes auf den Kérper la8t sich 
aber auch als Resultierende eines aquivalenten, iiber die Oberflaiche zu integrierenden 
Systems von Spannungen 


(108) bzz. (135) fon = Tan ee (144) 


(vgl. #8, Abschn. VI und VIII) ausdriicken. 
ae direkte Drehmoment ist bei Darstellung mit Hilfe der Volumskrafte durch 


(101) Biot = | {tx fon +9x Of AV 


bzw. (118) 

Tih = [te x fom + 9x Bay 

, vr 
gegeben. Es tritt also wegen der Tatsache, da die Volumskrafte bereits resultierende 
Krafte beziiglich der einzelnen in sich polarisierten Volumselemente darstellen, zu 
deren Moment noch die Momentendichte der an den Volumselementen angreifenden 
sro: HeDagre hinzu. Diese ist durch das vektorielle Produkt aus dem Polarisations- 
vektor $ und dem Feldvektor der betreffenden Theorie ( bei der ,,Mengen*’- baw. & 
bei der Pe isictiecs ae dlcorie’ ‘) gegeben. 

Bei der Darstellung mit Hilfe des aquivalenten Spannungssystems hingegen ist 

das direkte Drehmoment einfach das resultierende Moment dieser Spannungen: 


(109) baw. (134) oy i einer ot Or ae (145) 
A 


122 §. FuBnote 4, 8S. 4. 
13S, FuBnote 4, S. 4. 


12 H. Hofmann: 


VIII. Das ponderomotorische Drehmoment im stationiren Magnetfeld 


Die ,,Mengen‘‘- und die ,,Elementarstromtheorie“ werden in diesem Kapitel 
jeweils parallel behandelt. Beide Theorien fiihren in den Fallen, in denen die Anwen- 
dung der Maxwellschen Ausdriicke gestattet ist, sowohl untereinander als auch bei 
Vergleich mit der Maxwellschen Theorie zu iibereinstimmenden Resultaten. Zu diesen 
Fallen zahlen jedenfalls der von homogener, isotroper, leitungsstromfreier Materie 
und der von Vakuum umgebene Kérper. Das ponderomotorische Drehmoment setzt 
sich nun bekanntlich aus dem Drehmoment der am Ko6rper direkt angreifenden 
(kérperfesten) Krafte und dem Moment der auf seine Oberflache von der umgebenden 
Materie ausgeiibten Auftriebskrifte zusammen. Diese Auftriebskrafte entstehen durch 
den (direkten) Kraftangriff des Feldes an der umgebenden Materie. Es muB also 


(72) Sond aH Zn) ile Z auttr. 


gelten. Die Ausdriicke fiir das direkte Drehmoment 3,p,) wurden bereits in den vorher- 
gehenden Kapiteln abgeleitet, so da nur noch das Moment Tauttr, der Auftriebskrafte 
zu berechnen ist. 
Die Kraftdichte der ,,Mengentheorie“ Gl. (99) lat sich fiir den Fall isotroper 
Materie mit Hilfe der Gl. (137) folgendermafen umformen: 
1 
iO =. Gx H+ (97)9 = Gx B—LGx3+(3N)H= 
1 1 
=16 x 8 — 106 X 9+ (3M) H=+Ox B—(GV)H+t 7 (BH) 


co 


-|- 
Se) 
8a 
eS 
| 


== 6x84 7 (3) =. Gx B+ (u— DVI (G.H) = 


] 2 oes 2 2 
=26x8+(¢—-)PS=+6x 9+ 74 Sp —-1)= 

1 2 g 
=-6x8—S rutv 2. (146) 


Die letzte Form von Gl. (146) laBt erkennen, daB das stationére Magnetfeld der 
,,Mengentheorie“ auf die den betrachteten Kérper umgebende, homogene (u = const.) 
und leitungsstromfreie (6 = 0) Materie mit einer Kraftdichte 


fon, = -S2) = graa 82) (147) 
einwirkt. 

Auch die Kraftdichte der ,,Klementarstromtheorie‘ Gl. (116) soll fiir isotrope 
Materie unter Verwendung der Gln. (136) und (137) in eine andere Form gebracht 
werden: 

(Hye) eel A 1 uel 
fom = =, 8 x B+ V (3B) = Gx B+ = —V(B.B) = 
ade Wie arena a tok te Be ul u—1 B2 
7 8X8 +47 F=—GxB + ( 5 )4 Vi = 


1 Hz fms fot 


ih 
38) 
9 . 


cael 9? 
OPO eA (148) 


In homogener (4% = const.) leitungsstromfreier Materie (6 = 0) wirkt also nach der 
,,Hlementarstromtheorie“ eine Kraftdichte 


en ($3) 


(ph) = BES cs grad es 


(149) 
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Aus den Gln. (147) bzw. (149) folgt, daB fiir den mechanischen (hydrostatischen, 
aerostatischen) Druck p, der zur Aufrechterhaltung des Gleichgewichtszustandes in 
der den betrachteten Koérper apse Materie notig ist, nach der ,,Mengentheorie“ 


Dr 5 (3 9) + C1, (150) 
bzw. nach der ,,Elementarstromtheorie“ 

p® = = (98) + Cs (151) 
gelten muB, [die Ableitung ist analog dem Rechengang im elektrischen Feld Gl. (73) 


bis Gl. (77)]. Unter Beriicksichtigung von Gl. (80) erhalt man somit fiir das Moment 
der Auftriebskrafte nach der ,,Mengentheorie“‘ 


Tite. = Or x(—n) SP aa, (152) 
nach der ,,EKlementarstromtheorie“‘ 


3%) 


Taneer. = & tx (—1) ee (153) 


Das ponderomotorische Drehmoment Gl. (72) wird dann nach der ,,Mengentheorie“‘ 
gemaB den Gln. (109), (100) und (152) 


Tpona = tx {($5B — FH — F(90)1)n} dd = Oex{(;B —FBp)I)nlaa (154) 
A ‘A y 
und nach der ,,Klementarstromtheorie gema® den Gln. (134), (117) und (153) 


(¥ 8) I)n} ja 


bo| = 


Taha = Gr x {(9: 8 — (Sle oo l= 


‘ne AW a tas ae \ 

= or x I(; Des " (8 §) I) my dA. (155) 
A 

Das ponderomotorische Drehmoment beider Theorien ist also gleich und stimmt 

iiberdies mit dem Moment der Maxwellschen Spannungen iiberein, da der in den 

Gln. (154) und (155) enthaltene Tensor 


(mgn) AS 
Wicoad = sD) % ae 


= (BH) 1 (156) 
der klassische Maxwellsche Spannungstensor des magnetischen Feldes ist, die Span- 
nungen 


(mgn (mgn 
Donne ad Fae, Nl (157) 


sind also die Maxwellschen Spannungen. Wie erwartet, liefern die Maxwellschen 
Spannungen wiederum wie im elektrischen Feld unmittelbar das ponderomotorische 
Drehmoment 


Sed = hex (8. 9; B—F(BH)I)nbda = Or x (THM u)dd — bx pron! da. (158) 
A 


Hingegen kann die Umwandlung des ponderomotorischen Drehmomentes aus dem 
Oberflachenintegral Gl. (158) in ein Volumsintegral wegen der Unsymmetrie des 
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Maxwellschen Spannungstensors Gl. (156) nicht auf das Moment der Maxwellschen 
ponderomotorischen Volumskrafte allein fiihren. Entsprechend der Umformung in 
den Glin. (52) und (4) gilt 


or x ( (TE n) dd = 8 x (VT Se) dv — | (Tyo? 7) xrdv. (159) 
A Vv 


Nun ist aber unter Beriicksichtigung auch von Gl. (79) 


goose See Nenana tagamee eg 


=—9x (BV)t+ > (89) Vxt=—H x {B(V; t)} = —H x (BY = 
 =-§xB=B8xhH=(©@ +9 xH6=3xH=3x(B—-H=3xB. (160) 


Das ponderomotorische Drehmoment fiihrt nach Umwandlung in ein Volumsintegral 
auf Grund der Gln. (159) und (160) und mit Hilfe der Maxwellschen ponderomotori- 
schen Volumskrafte 


frott =div: Toosd = Wyeast, (161) 
aut 
gine 2s fr x ponen) a et Co Je x fai (men) 7 4 d Biles (162) 


V 


Das Zusatzglied zum Moment der ponderomotorischen Volumskrafte ist wieder durch 
die bei anisotroper Materie in Erscheinung tretende Momentendichte der Kraftepaare 
bestimmt, fiir die nach Gl. (160) 


SX D=3XxXB (163) 


gilt und die somit in zwei einander aquivalenten Formen geschrieben werden darf. 
Sie 148t sich sowohl im Sinne der ,,Mengentheorie“ (mit der Feldstirke ) als auch 
im Sinne der ,,Elementarstromtheorie‘‘ (mit der Feldstairke $) deuten. 

Die Ubereinstimmung des nach der ,,Mengentheorie‘‘ bzw. nach der ,,Elementar- 
stromtheorie“‘ berechneten ponderomotorischen Drehmomentes mit dem (pondero- 
motorischen) Drehmoment der Maxwellschen Spannungen erweist sich in einfacher 
Weise auch bei einem von Vakuum umgebenen Korper: Es mu8 mangels an Auftriebs- 
kraften in diesem Fall 


Tpond, 0 = Tip), o (164) 
gelten, was sich wegen der fiir Vakuum giiltigen Bedingungen 


Bo = Do (165) 
und 

aaa (166) 
an Hand der Oberflachenintegrale leicht zeigen laBt. Es folgt aus den Gln. (165), 


(166), (158) mit (156), (109) mit (100) und (134) mit (117) unmittelbar die geforderte 
Gleichheit 


Teed = Ot X4 (Gor Bo (Bo'So). 1) 1 GAS Hee Ser Bee oe ee 
Xpona, 0 = g x( : )n} ge x4(6 79 )n}d 


= Bio.0= tx x {(o; Bo — + (Bo Ho) I + + (Fo Bo) I)nldd = Zh,o. (167) 


Uber das Drehmoment im elektromagnetischen Feld II 15 


IX. Ergebnisse und Anwendungen 


Mit den vorliegenden Untersuchungen erscheint nun die Frage, ob und in welcher 
Form die Maxwellschen ponderomotorischen Krafte bei anisotroper Materie Giltigkeit 
besitzen, geklirt: Bei der Berechnung des bewegenden, ponderomotorischen Dreh- 
momentes mit Hilfe der Maxwellschen Spannungen spielt die Anisotropie des betrach- 
teten Kérpers keine Rolle. Die Anwendung der Maxwellschen Spannungen ist also 
insbesondere auch bei dem in 4, 45 und an anderen Stellen behandelten Problem des 
von homogener, permeabler Fliissigkeit umgebenen permanent und reversibel magneti- 
schen Korpers gestattet. Es stellt die Ableitbarkeit des ponderomotorischen Dreh- 
momentes auch eines anisotropen K6rpers aus einem Oberflichenintegral mit Hilfe 
eines Spannungstensors keine unbewiesene Annahme mehr dar (vgl. , Kap. I), auch 
ist eine gewaltsame Symmetrisierung des Maxwellschen Spannungstensors bei aniso- 
troper Materie, wie dies in ™ vorgeschlagen wurde, nicht nétig; im Gegenteil, die 
Unsymmetrie sowohl des Maxwellschen als auch der fiir ,,physikalische‘‘ Bereichs- 
abgrenzung giiltigen Spannungstensoren, die den direkten Kraftangriff des elektro- 
magnetischen Feldes beschreiben, hat ihren Grund. Es ist dies die Polaritat der Materie, 
die bei Anisotropie das Auftreten von Kraftepaaren bei den in sich polarisierten 
Volumselementen verursacht. Gerade wegen der Unsymmetrie der Spannungstensoren 
ergibt sich bei der Umwandlung des Drehmomentes in ein Volumsintegral die Momenten- 
dichte der Kraftepaare als das notwendige Zusatzglied zum Moment der (resultierenden) 
Volumskrafte. Dieser zusatzliche Ausdruck ist durch das Vektorprodukt von Polari- 
sations- und Feldstarkevektor gegeben und tritt zum Beispiel beim permanenten 
Magneten, der sich im Vakuum in einem homogenen Fremdfeld befindet, als der allein 
wichtige Summand in Erscheinung. Es sind namlich hier nur die Kraftepaare wirksam, 
da die an den polarisierten Volumselementen angreifende resultierende Kraftdichte des 
homogenen Fremdfeldes Null wird. 


Dieser, bei Annahme eines ideal harten Magneten (3 = const., reversible Perme- 
abilitaét gleich der Vakuumpermeabilitaét = 1) einfach zu behandelnde, fiir die Praxis 
aber wichtige Fall soll eingehender untersucht werden: 

Zuerst wird die aus dem Maxwelltensor Gl. (156) abzuleitende ponderomotorische 
Kraftdichte Gl. (161) durch Vergleich mit den direkten Kraftdichten Gl. (99) mit 
Gl. (100) und Gl. (116) mit Gl. (117) in eine andere Form gebracht: 


~ ~(M OD (M (39) = (BH (3B) 
eae oo aa ety = Vilicoey =F. pe ce fon) mals Smear V Tip) meal: rere 


38 
= fo — 7S. (168) 


Unter nochmaliger Verwendung der Gln. (99) und (116) ergibt sich eine auch fiir aniso- 
trope Materie giiltige Form der Maxwellschen ponderomotorischen Volumskrafte (man 
kann sie auch direkt aus dem Impulssatz der Maxwelltheorie ableiten) 


oem —2 6 x 9497) V8 =26xB+7(3.B) 7S. (168) 


Die ersten beiden Summanden in den beiden Formen der Gl. (169) stellen der Reihe 
nach die direkten Feldkrafte auf Leitungsstrome und auf magnetisierte Materie dar, 
der dritte bedeutet den auf die Volumseinheit iiberwalzten Anteil der an der Oberflache 


14 A. Sommerfeld und F. Bopp: Zum Problem der Maxwellschen Spannungen. Ann. Phys. 8, 
H. 1—2 (1950). 

16 W. Doéring: Uber die Kraft und das Drehmoment auf magnetisierte Korper im Magnetfeld. 
Ann. Phys. 9, H.6—7 (1951). 
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des Kérpers angreifenden Auftriebskrafte. Die erste Form von Gl. (169) ist dabei im 
Sinne der ,,Mengentheorie“, die zweite im Sinne der ,,Elementarstromtheorie“ zu 


deuten. 
Fiir das ponderomotorische Drehmoment ergibt sich dann nach Gl. (162) und 


Gl. (169) 
% 6) 
wn = [rx (26 x o+N)9—-V SP) +9 x HaV= 


V 
38 : 
= [{r x (26 x B+7(3B)— 79>) +9 x Bar. | (170) 
V 


Der jeweils dritte Summand fallt bei dem von Vakuum umgebenen Korper wegen 
yo = 0) weg: 


— {rx yp S2av =— gr x Geb) dd =O, (171) 
V ” A 

— {rx pSPav =— rx SP nda=o. (172) 
V A 


Auftriebskrafte sind in diesem Fall ja nicht vorhanden und es mu8 daher das pondero- 
motorische Drehmoment mit dem direkten Drehmoment gleich sein [s. auch Gl. (164) ]: 


aoe = [lr x (£6 x 6+ @P)H) +9 x hav = 
V 
as zo = (fr x (<6 Xx S+7 (3.8) + $x | dV — a (173) 
Vv 


Die Glieder, die die Leitungsstromdichte enthalten, verschwinden beim Magneten 
ebenfalls, so da8 fiir das ponderomotorische (= direkte) Drehmoment die der ,, Mengen‘‘- 
bzw. der ,,Elementarstromtheorie““ entsprechenden Ausdriicke folgen: 


Toad = | (x (GV) H+9x H)dV= [ (c x V (3B) +3XB)dV. (174) 
V V 


Der im Vakuum befindliche Magnet werde nun von einem homogenen Fremdfeld 
(Index f) 
Deb p= CONSE (175) 


beeinfluBt, das von magnetischen Mengen oder Strémen erzeugt wird, deren Ver- 
teilung durch den permanenten Magneten selbst nicht geaindert wird. Das homogene 
Fremdfeld und das Eigenfeld (Index e) des Magneten beeinflussen sich nicht, die 
beiden Felder iiberlagern sich ungestért. Innerhalb und aufBerhalb des Magneten gilt also 
5 =H +%. (176) 
$= S-+%, (177) 
und auBerdem fiir das vom Magneten erfiillte Volumen 
BS. = % +. (178) 


Das auf den Magneten einwirkende Drehmoment wird nach den Gln. (174), (176) und 
(177) 


Tpond = | (tx (BV) Gr + ©) +3 x Gy +09] dV = 


V 


=| [tx V {3B + B)} + 3 x (B+ Bo} AV. (179) 


4 
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Ohne Fremdfeld erfihrt der Magnet kein Drehmoment, es gilt somit 


ft x (37) + 3x %.) dV = fre x V (3B) +¥XBldV=0. (180) 
V V 
Das Kigenfeld allein kann natiirlich kein Drehmoment verursachen, so daf das bewe- 


gende Drehmoment gema den Gln. (179) und (180) auch allein aus dem Fremdfeld 
berechnet werden kann: 


Trond = | (CX BM) H/ +3 x H/)dV=[ (ex 7GB)+3xBjav. (181) 


Vv V 


Da das Fremdfeld homogen ist [Gl. (175)], fallt schlieBlich noch der erste Summand 
der beiden Formen von Gl. (181) fort und man erkennt, da8 tatsichlich die Kraftepaare 
allein fiir das Drehmoment verantwortlich sind, 


Thos = [3x G/dV= [9x Bay, : (182) 


v Vv 


wahrend das Moment der Maxwellschen ponderomotorischen Volumskrafte [der erste 
Summand in Gl. (162)] in diesem Fall also keinen Beitrag leistet. In der Praxis wird 
das Drehmoment des von Vakuum umgebenen, im homogenen Fremdfeld befindlichen 
Magneten stets nach Gl. (182) berechnet, wobei man die auf der Vorstellung magneti- 
scher Mengen fuBende Form mit dem Feldvektor { haufiger verwendet. Allerdings war 
der hier aufgezeigte allgemeine Zusammenhang mit den Maxwellschen Ausdriicken bislang 
nicht bekannt, sondern es wurde Gl. (182) auf elementare Weise aus dem Moment der 
Krafte abgeleitet, die das Fremdfeld auf die magnetischen Mengen des permanenten 
Magneten direkt ausiibt. Es ist jedoch bezeichnend fiir die Unklarheiten, die bei der 
Berechnung des Drehmomentes. auf magnetisierte Korper bestanden haben, daB die 


nur fiir homogenes Fremdfeld giiltige Formel | 3 x H,dV_ falschlicherweise auch im 


a 
inhomogenen Feld verwendet wurde (s. 1%). Die zitierten Autoren gehen dabei vom 
direkten Kraftangriff des Fremdfeldes $; an den einzelnen ,,Elementarmagneten vom 
Moment SdV“ aus, beriicksichtigen aber im Gegensatz zu der am Ende des Kap. V/A 
erwaihnten und fiir den analogen Fall des elektrischen Feldes in Kap. IIT/A [Gln. (42) 
bis (44)] durchgefiihrten Ableitung des Drehmomentes die Inhomogenitat des Fremd- 
feldes nicht! 

Der Zweck des Beispiels im Rahmen dieser Arbeit war also, den Zusammenhang 
der in diesem wichtigen Fall bisher angewendeten elementaren Rechenweise mit dem 
Moment der Maxwellschen Spannungen Gl. (158) aufzuzeigen, der tiber den Weg des 
als Volumsintegral angeschriebenen ponderomotorischen Drehmomentes Gl. (162) 
gewonnen wird. Der Nachweis der Giiltigkeit des Momentes der Maxwellschen Span- 
nungen auch bei anisotroper Materie bzw. die Ableitung des Volumsintegrals fiir das 
ponderomotorische Drehmoment mit dem Zusatzglied der Kraftepaare zum Moment 
der Maxwellschen ponderomotorischen Volumskrafte la8t jetzt auch die Berechnung 
des bewegenden Drehmomentes beliebig magnetisierter Kérper, die von homogener 
Materie umgeben sind, zu. Solche allgemeinere Falle lassen sich natiirlich nicht mehr 
auf elementarem Wege behandeln, sondern es mul die Feldverteilung von §) und & 
bestimmt und das Drehmoment durch Lésung des betreffenden Integrals gefunden 


werden. 
16 F. Halla und L. Castelliz: Drehmoment einer homogen magnetisierten Kugel in einem 
Magnetfeld. Osterr. Ing.-Arch. 1, H. 3 (1946). 
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SchlieBlich sei noch erwahnt, da in jenen Fallen, in denen die Maxwellschen Aus- 
driicke zur Berechnung nicht mehr herangezogen werden diirfen (s. ”, Kap. I und 
VIII/1), die Berechnung des bewegenden Drehmomentes allgemein nach Gl. (72) 


(72) eon a ph) - Eye 


zu erfolgen hat. Es sind dies alle Falle, in denen sich der betrachtete Korper nicht mehr 
unabhangig von der umgebenden Materie verschieben la8t und in denen dann die bei 
einer virtuellen Verschiebung umgesetzte Feldenergie nicht mehr in ein Integral iiber 
den betrachteten Korper allein umgewandelt werden kann. Es sind dann die Auftriebs- 
spannungen wiederum aus den an der umgebenden Materie direkt angreifenden Feld- 
kraften zu berechnen. Ihr Moment Tautiy, wird, addiert zum direkten Moment Tp) 
der Feldkrafte auf den Kérper selbst, nicht mehr auf einen mit dem Moment der Maxwell- 
schen Spannungen Gl. (158) iibereinstimmenden Ausdruck fiihren. Dies liegt aber an 
der Art der Herleitung der Maxwellschen Ausdriicke aus dem Energieprinzip und sie 
diirfen dann in solchen Fallen auch nicht mehr angewendet werden. Die allgemeinste 
Form des ponderomotorischen Drehmomentes ist also die auf den direkten (k6rper- 
festen) Feldkraften aufbauende Darstellung durch die eben erwahnte Gl. (72). 

Bisher wurden bei allen Untersuchungen kontinuierlich veranderliche Material- 
und Feldwerte vorausgesetzt. Es wird jedoch bei der praktischen Berechnung des 
Drehmomentes haufig der Fall sein, da8 auch sprunghafte Veranderungen derartiger 
GréBen auftreten. Die Darstellung des Drehmomentes als Oberflachenintegral ermég- 
licht die Behandlung solcher Falle, indem man die Sprungflaiche in bekannter Weise 
durch eine geschlossene Hiillflache einschlieBt und den Grenziibergang h — 0 
(h = Hohe des die Sprungfliche enthaltenden zylindrischen Volumens) durchfiihrt. 
Man erhalt so fiir das auf die Sprungflache A wirkende Drehmoment (n = n,) 


Sie (Tens + Tim} d4 = [tx (Tan—Tyn} dA =\rx (Tn)?d4 = 
A A 


A 


=|rx Div Tad, (183) 
A 


mit der Flachenvektordivergenz des jeweils in Frage kommenden Spannungstensors 
Div T = (Tn)j. (184) 


Die Behandlung von Sprungflachen wurde im Zusammenhang mit dem Kraft- 
angriff des elektromagnetischen Feldes an der Materie an anderer Stelle!’ ausfiihrlich 
erortert, es gelten diese Ausfiihrungen sinngemaé8 auch fiir das Drehmoment. 


X. Das Drehmoment im allgemeinen, nichtstationaéren elektromagnetischen Feld 


Beim nichtstationiren Feld treten im Ansatz fiir das direkte Drehmoment zu den 
Summanden des stationiren Feldes noch ein bzw. zwei Glieder hinzu, die den Kraft- 
angriff des Feldes an den Polarisationsstrémen beriicksichtigen. Die Stromdichte des 


elektrischen Polarisationsstromes ist dabei durch gegeben, nach der ,,Mengen- 
theorie” des Magnetismus tritt auch ein magnetischer Polarisationsstrom der Dichte 
s auf. Im Rahmen der ,,Elementarstromtheorie“ gibt es keine magnetischen Mengen 
und damit keinen magnetischen Polarisationsstrom. Im allgemeinen Feld empfiehlt 


7 §. FuBnote 4, S. 4. 


ase lal Hofmann: Die Behandlung von Sprungflichen beim Kraftangriff des stationdren 
elektromagnetischen Feldes an der Materie. Osterr. Ing.-Arch. LP Ea ao Si) 
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es sich, elektrische und magnetische Erscheinungen gemeinsam zu behandeln, die 
weiterhin verwendete Bezeichnung ,,Mengentheorie“ bezieht sich dann auf die Kom- 
bination des elektrischen Feldes mit dem Magnetfeld der ,,Theorie magnetischer 
Mengen“. Die Bezeichnung ,,Elementarstromtheorie wird weiterhin fiir die Kom- 
bination des elektrischen Feldes mit dem magnetischen Feld der ,, Theorie der Elementar- 
strome‘‘ verwendet. 


A. ,,Mengentheorie“ 


In den Ansatz fiir das Drehmoment nach der ,,Mengentheorie“ sind, wie schon 
erwahnt, neben den Summanden des stationaren Feldes [Gln. (23) und (93)] auch die 
Momente der auf die (elektrischen und magnetischen) Polarisationsstréme ausgeiibten 
Krafte aufzunehmen, also (s. auch 1°, Kap. IIT) 

( ? , , 2 1 1 x 
Toy = fe xf E49 ™™ H+ LG x H+ EF xH—-1LS x elavt 
‘a (185) 
a oF Sod GO) E Eg O}dA. 
A 


Will man wieder fiir die Ladungs- und Stromdichten die entsprechenden Beziehungen 
mit den Feldvektoren einfiihren, so mu8 man neben den Gin. (9), (19), (12) und (13) 
die beiden folgenden, im Sinne der ,,Mengentheorie‘‘ umgeformten Maxwellschen 
Gleichungen des nichtstationéren Feldes (vgl. °, Kap. 2) 


ie ey pl ge 
rot So + ET + maa (186) 
und 
ister aSied Ae 06) 
LAD aS idee aigrrs fst CN: 
beriicksichtigen. Man erhalt dann aus Gl. (185) 
xia = [x x (Ediv € + rot E x E+ Hdiv H + rot x $- = Ex lav + 
V 
+ tx ((G; B+ H; 3) aja. (188) 
A 


Das Drehmoment im nichtstationaren Feld 1a8t sich wohl wieder in ein Volumsintegral, 
nicht mehr aber in ein Oberflachenintegral allein umwandeln. Zur Umformung in ein 


Volumsintegral werden die beiden Tensoren T($}) und Tipp) zu 


Thy? = TE + TO =G; D-FC1+H; B-FH'l (189) 
zusammengefaB8t und ferner wird die Impulsdichte des elektromagnetischen Makro- 
feldes der ,,Mengentheorie‘ 

i . 
om. = = &x © (190) 


[s. 24, Gl. (57)] eingefiihrt. Die Umwandlung selbst erfolgt ahnlich den Umformungen 
der Gln. (24) und (94) in Gl. (32) bzw. Gl. (101), wobei man als Resultat 


19 H. Hofmann: Uber den Kraftangriff des allgemeinen, nichtstationaren elektromagnetischen 
Feldes an der Materie. Osterr. Ing.-Arch. 11, H. 2 (1957). 

20 §. FuBnote 3, S. 3. 
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os a® 
ey =| f x (v Ton) — es +BxE+3x fav (ey) 
Se 
erhalt. Nun ist aber 
ag™) ae (el, M i 
p Tig — “imo. — aiv Ti? — See = Hh (192) 


die an der Materie direkt angreifende Kraftdichte des nichtstationaren elektromagneti- 
schen Feldes der ,,Mengentheorie“ [s. 2, Gl. (66)], so daB wieder die Beziehung 


TKN? = [ (rx fou? + Bx C+ 3x H)aV (193) 
V 
folgt. Die Umformung des Drehmomentes rite in ein Oberflachenintegral gelingt 
nicht vollkommen, man erhalt wegen 


firx (VT GI) + Bx E+9x GH} aV = hr x (Than) dd (194) 
Vv y 
aus Gl. (191) die Beziehung 


1, M 1, M ao 
aGhD = hx x (TEAM n) aa — | x TV 
A av 
= a eSOCT eR at) dA = == | xy eV. (195) 
oe 


Das Drehmoment des fiktiven Spannungssystems — liefert also im nichtstationaren 
Feld die Summe aus dem an der Materie angreifenden direkten Drehmoment und der 
zeitlichen Anderung des Drehimpulses des elektromagnetischen Makrofeldes des 
betrachteten Volumens: 


a ; 
bt x (TEP n) dA = TH? + S [rx Om, aV. (196) 
A 


V 


B. ,,Elementarstromtheorie“ 


Zu den Summanden des stationairen Feldes tritt im Ansatz fiir das direkte Dreh- 
moment nach der ,,Klementarstromtheorie‘’ das Moment der auf den elektrischen 
Polarisationsstrom ausgeiibten Kraft [s. auch 78, Gl. (28)] 


Toy” = [ex PEF F Gx B+ OM xB +i Bx wlav+ 
a 
V 
sore gna {™ x Bld. (197) 
A 
Ersetzt man wieder die Ladungs- und Stromdichten durch die entsprechenden Be- 


ziehungen mit den Feldvektoren nach den Gln. (9), (12), (20), (21) und den im Sinne 
der ,,Elementarstromtheorie‘‘ umgeformten Maxwellschen Gleichungen (s. 4, Kap. 1) 


rot B = —-G 4 Baldi Bick a + rot rot —G4l94 : ei 1 g® (198) 


Co Ot Co Co Ot Co ot Co 


22 8. FuBnote 19, 8. 19. 
23 §. FuBnote 19, 8. 19. 
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und 


1 aS 


so erhalt man mit Gl. (98) 
Teh) = ex] \Ediv 6 + rot Ex E+ BdivB¥ + rot Bx B— + FEx wlav+ 
+ otx (Es Bn + (Sx m x B} dA. (200) 
4 


Fat man die beiden Tensoren T{$), und T(f}) zum gemeinsamen Tensor Teor. des 
elektromagnetischen Feldes der ,,Elementarstromtheorie“ zusammen 


Tit)” = TER + Toy = E; D—-F S149; 8 -—F(BH)I+F(GB)I (201) 


und fiihrt die Impulsdichte des Makrofeldes dieser Theorie ein [s. 2°, Gl. (23)] 


Gin = _ ExB (202) 
ein, so liefert die Umwandlung des direkten Drehmomentes in ein Volumsintegral 
sit) at tx (PF » — Sim, = +8xE+9~x BpaV. (203) 

Der Ausdruck 
VTP — Sim. — div TEM — Simo. — jg (204) 


ist die an der Materie direkt angreifende Kraftdichte der ,,Elementarstromtheorie“ 
[s. 26, Gl. (40)] und man erhalt daher wieder die Beziehung 


ga i fe x fA 4+ Bx E+ 3x B} av. (205) 
V 
Unter Beniitzung von 
[ {rx (VIG) + Bx CEL 3B ay = ae (Tee n) dA (206) 
Vv 


kann man Gl. (203) ey auf den die Impulsdichte eee Summanden in ein 
Oberflachenintegral umformen: 


; (1) 
TAP — Or x (THY n) dA — { rx Sim. a7 
: y 
= tx (Thy? n) da — $ xi) 1x G®,. dV. (207) 
A 


Analog zur ,,Mengentheorie“ liefert auch im Rahmen der ,,Elementarstromtheorie“‘ 
das fiktive Spannungssystem con. 1 im nichtstationaren Feld die Summe aus dem 
Drehmoment der direkt an der Materie angreifenden Krafte und der zeitlichen Anderung 
des Drehimpulses des elektromagnetischen Makrofeldes: 


ieee Tey n) dA = Toy? + lt x Shite igh? (208) 
ta 


2 §. FuBnote 19, S. 19. 
2S. FuBnote 19, 8. 19. 
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C. Das ponderomotorische Drehmoment 


Das ponderomotorische Drehmoment miifte im nichtstationaren Feld jedenfalls 
nach der allgemeinen Beziehung Gl. (72) 


(72) Soond ae Th) + © auttr. 


berechnet werden, da die Auftriebskrafte und deren Moment wesentlich von den 
mechanischen Materialkonstanten der umgebenden Materie abhangig sind. Ein allge- 
meiner, nur elektrische und magnetische GroBen enthaltender Ausdruck lat sich daher 
prinzipiell nicht angeben (man vergleiche hiezu ®’, Kap. IV). 


XI. Bemerkungen zum Mafisystem 


Das in dieser Arbeit verwendete, auf nur drei Grundgré8en aufbauende Lorentzsche 
MaBsystem hat den bekannten Nachteil, der durch die zu geringe Zahl der GrundgréBen 
bedingt ist: Es ist dies das haufige Auftreten derselben Dimension bei ganzlich ver- 
schiedenen physikalischen GréBen (z. B. Lange—Kapazitat—Induktivitat). Fir die 
vorliegenden Untersuchungen hat sich andererseits die Dimensionsgleichheit der 
GréBen ©, D und ¥% (bzw. H, B und Y) als sehr praktisch erwiesen, da die Quellen- 
dichte aller drei elektrischen GréBen in gleicher Weise direkt die zugehorige Ladungs- 
dichte, namlich 0’, 0, und —o{$”, angibt. Ein auf vier GrundgréBen aufbauendes 
MaBsystem, in dem wieder ©, D und $ (bzw. , 8 und &) gleiche Dimension haben, 
wurde zwar neuerdings vorgeschlagen (s. 78), steht aber nicht in praktischem Gebrauch. 
im Giorgi-System, das ebenfalls auf vier GrundgréfBen aufbaut, haben die GréBen € 
und D (bzw. § und %) verschiedene Dimensionen und damit gibt es fiir den Polari- 
sationsvektor zumindest zwei gleichberechtigte Definitionsméglichkeiten: eine mit © 
(bzw. §) und eine mit D (bzw. §$) dimensionell gleiche GroBe. In der Literatur haufiger 
und daher auch im folgenden verwendet wird der mit D (bzw. 8) dimensionsgleiche 
Polarisationsvektor 58 (bzw. §). 

Es soll an dieser Stelle ausdriicklich darauf verwiesen werden, da aus reinen 
Dimensionsbetrachtungen keine grundlegenden Ergebnisse gewonnen werden kénnen. 
Die Frage etwa, ob fiir den Kraftangriff des Magnetfeldes an Leitungsstrémen der 
Vektor oder §$ mafgebend ist, kann also durch einen Dimensionsvergleich nicht ent- 
schieden werden. Sowenig das Lorentzsche MaBsystem diese Frage wegen der gleichen 
Dimension von § und &% ,,verschleiert“, sowenig ,,klart“‘ das Giorgi-System dieses 
Problem zugunsten etwa des Vektors $. Vielmehr mu8, wie in den diesbeziiglichen 
Arbeiten des Verfassers gezeigt wurde, einerseits zwischen direktem (kérperfestem) 
und ponderomotorischem (bewegendem) Kraftangriff, und andererseits wieder jeweils 
zwischen dem Standpunkt der ,,Mengen“- und dem der ,,Elementarstromtheorie“ 
unterschieden werden. Wahrend der ponderomotorische Kraftangriff nach beiden 
Theorien iibereinstimmend durch das Feld § bestimmt wird, ist fiir den direkten 
Kraftangriff nach der ,,Mengentheorie“ der Vektor (und zwar auch im Giorgi-System 
und in allen anderen MaBsystemen!) und nach der ,,Elementarstromtheorie‘‘ wieder 
der Vektor 8 mabgebend. Im Giorgi-System muB8 in einer Gleichung, in der nach der 
,,lementarstromtheorie“ der. Vektor § steht, im entsprechenden Ausdruck nach der 
,,.Mengentheorie“, die den Vektor  enthalt, zum Dimensionsausgleich eine universelle 
Konstante, namlich yo, auftreten. MaBgebend ist aber natiirlich die Tatsache, da8 in 
der ,,Mengentheorie“ der Vektor $ und in der ,,Elementarstromtheorie‘ der Vektor 8%, 
der in anisotroper Materie nicht nur einen anderen Betrag, sondern auch eine ganz 


27 §. FuBnote 19, S. 19. 
78 O. LObl: Memorandum iiber elektrische und magnetische Einheiten. ETZ, 72. Jhg., H. 15. 
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andere Richtung hat als (bzw. 19%), die Bedeutung der Feldstirke des magnetischen 
Makrofeldes besitzt. 

Saimtliche Gleichungen dieser Arbeit konnen in einfacher Weise in die Schreibweise 
des rationalen Giorgi-Systems iibertragen werden, wenn man die in diesem MaBsystem 
angegebenen Maxwellschen Gleichungen und Beziehungen fiir den Kraftangriff an 
der Materie zugrunde legt. 

Im Rahmen der ,,Mengentheorie“‘ gilt dann: 


ce ean aw 


FOU DO apt ©0" of 2 (209) 
Pe) aX) 
rot & po, . (210) 
div © = — o'ed = = (2 + of?) = 4 div D— div), (211) 
div § = ze o’ (mgn) — ee ad RL div & (212) 
<a Ho ah te Oe 
D ce EgS a 1, (213) 
B= oD + 3. (214) 
Der Ansatz fiir das direkte Drehmoment im nichtstationaren Feld lautet 
2 oe & 
TSK = [ex [oC + HG + wx H+ po x H— eS x Cav + 
Vv 
+ orx{oE+op" Hfda. | (215) 
A 
Es folgt daraus die Darstellung des Drehmomentes als Volumsintegral 
(el, M) if ~(el, M) IO En. a 
Ziph) = hee VT (phy — ar +8x€+9 x HdV, (216) 
Vv 
oder die andere mit Hilfe der fiktiven Spannungen 
TKN = hex (Teh n) dd — FZ [rx GmpaV, (217) 
A Vv 
wobei der Tensor T(fy,” die Gestalt 
] 1 
Tiki — Teh, + TH, = Es D— Fao Cl + O/B — Fm G7l (218) 
und die Impulsdichte die Form 
1 
Ge. = EguoE X H EPs aon) (219) 


erhalt. 
Im Rahmen der ,,Elementarstromtheorie“ bestimmen die Maxwellschen Glei- 


chungen die Feldvektoren © und %, im rationalen Giorgi-System lauten sie dann 
ay a& F) a& 
rot B = fo + Bee + £0 Mo 5, + roby = woG + pis + eo 5, + mo G™, — (220) 


rot € = — — (221) 
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divé = pry = (0) 4 OVS + (div D — div 8), (222) 
€0 €0 €0 
div 6 = 0. (223) 


Hiezu kommen wieder die Gln. (213) und (214). Der Ansatz fiir das direkte Drehmoment 
lautet im nichtstationaéren Feld der ,,Elementarstromtheorie* 


Tem eo x {oO EL Gx B+ Gx B+ F x Bl av + 
v 


bt x {oP E+j™x BA. (224) 
A 
Die Umformung des direkten Drehmomentes in ein ae ergibt 
@® 
xP = - kx (rtp “|i exer tgxelar (an 


und die Darstellung mit Hilfe der fiktiven Spannungen lautet 
Eig” = Or x (Thy n) dA — fex Olm. a7. (226) 
A Vv 
Der allgemeine Tensor des nichtstationaren Feldes hat die Form 
e ] (DE 
Tihs? = TEL + TH =—G)D— Fe 81+ H;8—-FBHI+5-(9B)1 (227) 
und die Impulsdichte der ,,Elementarstromtheorie“ wird jetzt im Giorgi-System 


Ob. =a Ex Bay Ex®B (228) 
geschrieben. Entsprechend der um eins groBeren Anzahl von GrundgréBen im Giorgi- 
System treten anstelle der einen universellen Konstanten c, des Lorentz-Systems 
jetzt zwei universelle Konstante, nimlich ¢) und wy, in den Beziehungen des elektro- 
magnetischen Feldes auf. [Die universelle Konstante c, in der zweiten Darstellungs- 
form der Impulsgleichung (219) und (228) ist nicht mehr unabhangig von ¢, und fio, 
sondern mit Hilfe des Zusammenhanges 


1 
2 992 
0 €o Mo (229) 


eingefiihrt worden. | 

AbschlieSend soll auf Grund der Zusammenstellung der im Giorgi-System ange- 
gebenen Beziehungen der ,,Mengentheorie‘‘ [GIn. (209) bis (219)] und der ,,Elementar- 
stromtheorie“ [Gln. (220) bis (228)] folgendes bemerkt werden: Man ordnet heute, 
aufbauend auf den Ergebnissen der Elektronentheorie (,,Elementarstromtheorie‘) 
_ den Feldvektoren © und 8 die Bedeutung der Feldstirke des elektrischen bzw. des 
magnetischen Makrofeldes zu und faBt sie zum Beispiel bei der vierdimensionalen 
Schreibweise im Rahmen der Relativitaitstheorie zu einem allgemeinen Feldtensor 
zusammen. Trotzdem ist, wegen der Entwicklung aus dem elektromagnetischen MaB- 
system, im Giorgi-System die Wahl der Dimensionen und Einheiten so getroffen, daf 
noch die alte, von der ,,Mengentheorie“ herriihrende Analogie der Vektoren © und 
(und damit D und ) in Erscheinung tritt [(©) = V/m, (9) = Alm, (D) = (B®) = As/m2, 
(8) = (3) = Vs/m? usw.]. Die mit D bzw. ¥ dimensionsgleichen Polarisationsvektoren$ 
und J gehen dann beide unmittelbar auf die Darstellung des elektrischen und des 
magnetischen Momentes je Volumseinheit mit Hilfe elektrischer bzw. magnetischer 


C. Torre: On the Motion of Plastic Mass 


bo 
Or 


Mengen zuriick [(8) = (Q©) -()/(V) = As-mim3 = As/m2, (3) = (Q™™) - (D)/(V) = 
= Vs-m/m> = Vs/m?]. Dies auBert sich zum Beispiel in den entsprechenden Momenten- 
gleichungen Gl. (216) und Gl. (225) dadurch, daB die Momentendichte der Kraftepaare 
im Feld elektrischer Mengen durch $ x ©, im Feld magnetischer Mengen unmittelbar 


durch J x §, im Feld der Elementarstréme jedoch durch 3 x B gegeben ist. 


Wie schon erwahnt, soll man nach Ansicht des Verfassers Dimensionsbetrach- 
tungen keine allzu grofe Bedeutung beimessen, da die Festlegung der Dimensionen 
einer gewissen Willkiir unterworfen ist. Es handelt sich also gewissermafen nur um 
einen Schénheitsfehler des iiblichen J-t-U-I-Dimensionssystems bzw. des m-s-V-A- 
Kinheitensystems, der aber auf Grund des allgemeinen Gebrauchs des Giorgi-Systems 
weder zu beseitigen sein wird noch auch — etwa durch Einfiihrung wieder eines neuen 
Masystems — beseitigt werden. soll. 

Die einerseits fiir die Zusammenfassung zu allgemeinen Feldtensoren im Sinne der 
Elektronentheorie (,,Elementarstromtheorie) zweckmaige Dimensionsgleichheit von 
© und § bzw. D und H (im Sinne der ,,Mengentheorie“ sollten hiefiir wieder € und § 
bzw. D und % gleiche Dimension besitzen) und andererseits der eingangs zu diesem 
Kapitel erwahnte Vorteil bei der Verwendung gleicher Dimensionen fiir €, D und ¥% 
bzw. $, 8 und §, fiihrt schlieBlich auf die Dimensionsgleichheit aller sechs elektro- 
magnetischen FeldgrdBen. Sie ist, bei rationaler Schreibweise der GréBen, nur im 
Lorentzschen Mafsystem verwirklicht; dieser Umstand soll die Verwendung dieses 
MaBsystems im Rahmen theoretischer Untersuchungen begriinden. 


(Hingegangen am 14. Januar 1958) 


On the Motion of Plastic Mass* 


by 
C. Torre, Syracuse, New York (U.S. A.) 


Zusammenfassung. In diesem Beitrag wurden die Bewegungsgleichungen einer plastischen Masse 
untersucht, weiterhin zwei Falle des ebenen Spannungszustandes: Der ideal plastische Koérper 
und ein Kérper mit einer allgemeinen Grenzbedingung, in der nur die Geschwindigkeiten als 
Veradnderlichen angenommen wurden. Als Beispiel wurde die Torsion eines Stabes berechnet. 


Summary. This paper discusses the general equations governing the motion of plastic mass. 
There also are investigated two cases of the plane stress problem, the ideal plastic body and a 
body with a general limiting condition in terms of velocities. The torsion of a rod is computed as 
an example. 


I. Introduction 


This paper discusses the three-dimensional problem and the plane problem of the 
motion of plastic mass. The five unknowns in the three-dimensional problem are the 
three velocities, the mean pressure, and the density. There are also five equations: 
three equations of motion, the continuity equation and a general limiting condition 
in terms of rate of strains. The dynamical problem of torsion of a round bar is 
investigated as a special case of the three-dimensional problem with a yield condition 
containing quadratic and also linear terms. Finally, the dynamical plane problem of 
an ideal plastic body and the plane problem of a plastic body with a general limiting 
condition in terms of velocities are investigated. 


* Sponsored by Westinghouse Electric Company. — Dedicated to Professor Dr. A. L. Nadai 
on his seventy-fifth birthday (April 3, 1883). 
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Il. On the Motion of Plastic Mass, General Formulations 


In the following we shall derive the equations of motion of plastic_mass for the 
three-dimensional case in the Cartesian coordinates (xz, y 2). 
The complete system of equations of motion is as follows: 


a) The general equation of motion of a continuum which reads 


y-S+f=e2; (1) 
b) The continuity equation 
aa +80; (2) 


c) The condition of limit strength of materials (or shortly limiting condition) 
f (Gx) Gy, Gz, Ty Tye, Tex) = 95 (3) 


d) The stress-rate of strain relations 


See 2 eV op Al (4) 

Eqs. (1) to (4) represent eleven equations in eleven unknowns: six stresses 0;, 
Oy, Oz, Txyy Tyg, Ter, three velocities v,, vy, vz, the value p and the density o. 

In this system of equations S = tio, + ... + (sk + ki)t, is the stress tensor; 
g,, ete. are the normal stresses; T,, = Tx, etc. the shear stresses; i, i, k are the unit 
vectors in the direction of coordinates x, y, z. The symbol py = id/dx + joldy + kdldz 
is the formal vector of vector differentiation; the dot ’’.” in Eqs. (1), (2) and (4) 
signifies the scalar product of a vector or tensor, og is the density, ¢ is the time variable, 
f =a Xs j Y + kZ is the vector of the mass forces, v = iw, + jv, + kv, is the velocity 
vector. In Eq. (4) w and 4 are the viscosity coefficients, V = tidv,ldx +... + 1/2 
Gk + ki) (dv,/dx + dv,/dy) is the tensor of the rate of strains, J = w+ 7) + kk is 
the unit dyadic. The expression in Eqs. (2) and (4) 


__ OU Vy Ovz 
4 ia tie ial oe (5) 
represents the rate of the volume dilatation and the expression 
1 I! 
Om = 3 (Ox $F Gy + Oz) = 3 (01 + G2 + 95) (6) 


the mean stress. Further the value 


or according to Eq. (2) i =r |on a (50 4 a) 2 42) (7) 


is an unknown which follows from the terms in the principal diagonal of the stress 
tensor matrix by addition. 

Substituting Eq. (7/1) in Eq. (4), we can eliminate the second viscosity coefficient and 
work with the mean stress o,, Eq. (6), which we will call again with -p to remain in 
the usual terminology. Eq. (4) now reads 


sso (p+ Fu =v) J. (4a) 
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The assumption made by Stokes that 2 = — 2,/3 is here formally realized. See 
about the coefficient 2 at Sommerfeld!, Skudrzyk? and author. Of interest 
are the derivations of the stress-rate of strain relations and of the equation of motion 
by Schlichting’, who avoids the coefficient A. 

Substituting Kqs. (4a) in (1) and (3), we reduce the system of eleven equations to a 
system of five equations in five unknown »,, v,, v, p and ge. The new system of 
equations reads therefore (without mass forces) 


dw - 1 ‘s 
0G = udo—Vp+ eu (V-2), (8) 
dg yee 
OVx Ovz\ 
NS, ee (10) 


Kqs. (8), (9) and (10) are the equations of motion of plastic mass. 

We can suppose that the limiting condition, Eq. (10), is not given in terms of rate 
of strains but in terms of velocities. Supposing the limiting condition written in the 
explicit form v, = G (vz, vy) and we substitute the velocity v, in Eqs. (8) and (9), we reduce 
the system of equations further to four equations in four unknowns 2,, v;, p and o. 

The boundary conditions may be formulated for each problem separately. In - 
solids the boundary conditions are usually given in terms of stresses, but they can be 
given also in terms of velocities or displacements. 

Kgs. (8) to (10) are formally similar to the equation of motion of compressible frictional 
fluids. A differenc (not too large) between the fluid dynamics and dynamics of plastic 
mass is that the limiting condition Eq. (3) or (10) appears instead of the equation of 
state of matter which is a function of the density 9 and pressure p. Further differences 
appear in the magnitude of the viscosity coefficient ~, which is very big in comparison 
with the small velocities v,, v,, vz. For this, see second paper in Reference 3. Further, 
the expression /p differs here from the one in fluid dynamics. For example, in the static 
case we cannot here take o, = o, =o, = — p. In a static case we must work with 
Eqs. (1) and (3) which only in the plane problem have a determinate system of 
equations. Therefore, some differences between the fluid dynamics and motion of a 
plastic mass are obvious. 

B. de St. Venant® investigates in plastico-dynamics only the plane problem 
(see Nadai ® 7, p. 464-5). He works with Eqs. (8) and (9) assuming a constant density, how- 
ever, with an incompressible mass. The limiting condition Eq. (10) or (3) remains without 
a full consideration: The shear stress satisfies only partially the yield condition for 
ideal plastic bodies. The complete plane problem without acceleration terms (case 
of creeping plastic flow) has been investigated by Hilda Geiringer’. 


1 A. Sommerfeld: Vorlesungen tiber Theoretische Physik, Vol. I1; Mechanik der deformier- 
baren Medien. Wiesbaden. 1947. 

2 BE. Skudrzyk: Osterr. Ing.-Arch. 3, 356 (1949); 6, 157 (1952); Acta Physica Austriaca 2, 
148 (1948). . 

3 C. Torre: Z. angew. Math. Mech. 38, 300 (1953); Osterr. Ing.-Arch. 6, 417 (1952). 

4H. Schlichting: Boundary Layer Theory. New York. 1955. English by J. Kestin. 

5 B. de St. Venant: C. R. Vol. 70, p. 368, 473 (1870); Vol. 73, p. 86, 1098, 1181 (1871); Vol. 74, 
p. 1009, 1083. 

6 A. Nadai: Plastizitit und Erddruck. Article in Handbuch der Physik, Vol. VI, 428. 
Berlin: Springer 1928. 

7 A. Nadai: Theory of Flow and Fracture of Solids. New York: McGraw-Hill Book Co. 1950. 

8 H. Geiringer: Advances in Applied Mechanics, Vol. III (1953), 197. See also the Biblio- 


graphy on 292. 
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R. v. Mises? computes the motion of a plastic mass in three-dimensional case. 
He applies Eqs. (1) to (4) and works with the value p. He considers both the continuity 
condition for incompressible fluids 7-7 = 0 and the yield condition for ideal plastic 
bodies. Assuming 7-v = 0, Mises obtains ten unknowns but eleven equations. To 
remove this indetermination he takes as eleventh unknown the viscosity coefficient jw. 
The second viscosity coefficient 2 does not appear, because 7-v = 0. The viscosity 
coefficient now becomes a function of the rate of strains dv,/dxz, etc. The stress o, has 
in accordance with Eq. (4) the following form: o, = 2 (dv,/dx, ...) -dVx/dx — p. In 
other words, we have a function of the form y = y (x) - x. It is much shorter to write 
immediately y = y (x), as Schultz-Grunow” mentioned. Similar proposals about 
a variable coefficient 4 were made by many other authors, Nadait™ has given numerical 
results for few cases. 

Suggestions about variational methods in the statics of plastic mass have been 
given by Haar and Karman. This paper has been completed by Hencky’*®. He 
obtains the stress-strain relations for an elastic ideal plastic body. The author™ has 
derived, by the methods of Hencky, equations for stress strains relations of a body 
which has the ratio of compression and tension strength greater than one: o¢/o7 > 1. 
This is the case of the strain hardening. Hencky!® gives suggestions for a theory of 
nonstationary plastic flow. 

If we neglect the acceleration terms in the equation of motion (1) or (8) and con- 
sider the velocities in Eqs. (4), we have the case of a creeping flow of plastic mass 
corresponding to the papers by Geiringer!’. The statics of a plastic mass will be defined 
with Eq. (1) without acceleration terms and with Eq. (3). In the special case of the 
plane problem the number of equations is equal to the number of unknowns. 


III. The Plastie Torsion 


A special example is the problem of torsion in the range of plastic deformation, 
because we have here 7 -v = 0 and therefore from Kq. (9) do/dt = 0 or @ (a, y, z) only. 
We can take also @ = constant, which simplifies computing greatly. A set of equations 
for the torsion of a round bar will be given in the following example. 

We assume that the stresses o,, om, ¢:, T-@ May be zero and that we have a rotational 
symmetry with ¢... /@@ = 0. To satisfy these conditions it must be 


dv,/dr = 0, dv,/dz = 0 


vir 0 or =.0 
and 
p = 1/3 (o, + o@ + o-) = 0. 


We are computing here the shear stresses T,-, Tp, and the velocities v,, v,, v-. There are five 
unknowns-for which we need five equations. The origin at z = 0 of the coordinate 


® R. v. Mises: Géttinger Nachrichten 1913, 582. 

0 F. Schultz-Grunow: Kolloid-Zeitschrift 141, 173 (1955). 

1 A. Nadai: Inst. Mech. Eng. London; Appl. Mech. Proceedings 1947, Vol. 157, 121. See 
also the German translation in Osterr. Ing.-Arch. 1949 und 1951. 

® A. Haar and Th. v. Karman: Géttinger Nachrichten 1909, 204. 

8 H. Hencky: Z. angew. Math. Mech. 4, 323 (1924). 

™ C. Torre: Osterr. Ing.-Arch. 4, 93 (1950). 

% C. Torre: Osterr. Ing.-Arch. 4, 174 (1950); ,,Jahrbuch 1953‘ der Wiss. Ges. fiir Luftfahrt 
(WGL). Braunschweig: Vieweg and Sohn. 

6 H. Hencky: Z. angew. Math. Mech. 5, 144 (1925). 

” See Note 8, p. 27. 
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system may be taken on the built-in end, on the other end at z =/ act the torsion 
moment M. 


In cylindrical coordinates the equations (1) of motion are 


BV, Ore IVe = IT gz Ov, 


Cat dz? 2 Gt APE ee 5 dp 


(11) 


The negative sign in Eqs. (11/1, 2) corresponds to the resistance of mass against 
torsion strength. 


From Eqs. (4) the stress-rate of strains relations for this case are 


WV Ov Ovy 0 | Yo 
Day oe fee te (SE Be Or Ne == 0). (12) 


As limiting condition Eq. (3) we shall take here a yield condition with quadratic 
and linear terms, which reads 


(o, Oo) + (do Oz)® + (o% Gr) ee OTe a Ter ste) 
+ 2 (¢ — 1) (6, + og + o,) = 2 co*r (13) 
C= oclor. 


oc is the compression strength, or the tension strength. For c = 1 Eq. (13) gives the 
yield condition for ideal plastic bodies; for 1 <c < 3 for strain hardening of metals, 
see author!*. In our case Eq. (13) becomes 


Cat ln = + oT. (14) 


If we put Eqs. (12/1, 2) in Eq. (14) the yield condition reads 


Ive \? vz Vy sf? Cc aa 
ee) alee g aa at (2 ; a) 
Eliminating the shear stress t,, in Eqs. (11/1, 3) we have a differential equation 


in the velocities v, and v, that reads (it is already integrated with respect to ¢, but 
the integration function of r and z is taken to be zero) 


Ovz de sis -O% (rv,) = 0. (16) 


Oz or 


Eq. (16) represents the continuity equation for an incompressible fluid 7-v = 0. 
This equation is identically equal to zero because o, = og = o, = 0, or Ov,/dz = 0, 
Di 0; 0v,/0r— 0. 

For five unknowns 17,2, Tz, Ur, Vp, Vz We have five equations (11/2), (12/1, 2), (15) 
and (16). Eq. (12/3) gives only the linear dependence of the velocity vg on r: ve = rf (z, t) 
or using the separation of variables, 


Vp =A) . (17) 
Eliminating the shear stress to, from Kgs. (11/2) and (12/1) we have a parabolic 
partial differential equation in vg that reads 
We Ve 


Fiat anansiocw? nse (18) 


18 See Note 15, p. 28. 
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Substituting Eq. (17) in (18), we have an ordinary differential equation for the function 
Z (z) which reads 


ad? Z (2) hs ye ae 
Ta =—Z (2) = 0). sie. (19) 
The solution of Eq. (10) will be given in terms of hyperbolic functions. According to 
Eq. (17) the velocity vg reads, with B,, Cos kna = 0 because at z = 0 must be on 
the built-in end vg = 0, 


vo =re-* D>) Am Sin kin 2 . (20) 


m=o0 


According to Eq. (12/1) and (20) the shear stress tg, becomes 


tee Ene pox kim Am COS kimZ (21) 
The shear stress tg z Eq. (21) is a linear function of r, this implies that the distribution 
of shear stress tg, over the cross section of the bar is linear. We are dealing here with 
a dynamical loading within the range of plastic deformations, in which the various 
cross sections in the z direction have various shear stresses in accordance with the Z (z) 
function. The time decay gives a relaxation of velocity v@ and of the shear stress to - 
with increasing time. 
To compute the velocities v, and v, we need two equations. The first is the yield 
condition Kq. (15). If the derivative of Eq. (20) with respect to a calling @ (r,z,t) = 
= dvg/dz, the yield condition Eq. (15) reads, with dv,/dr = 0, 


ov @(OR\ 
w= Vo (Z) —@. SS 
To make v, independent of z to satisfy the condition dv,/dz = 0 it must be 
a We vee 
ity eg (23) 
If now the velocity 
Ve = Azre-*t + C (20a) 


it follows that we work here with small arguments kz according to Eq. (20). 


A second equation which must be satisfied follows from Eqs. (11/3) and (12/2), 
which reads 
lov,  ®vr, 1 dv; 


vy ot oar? uy Yr or (78) 
According to Eq. (22) and (24), the velocity v, reads 
t pan Se ee eee 
F) 
v= +f 2/2 (F)'— (Arye ae (=) —(Aryee—™# dt (25) 


0 


It is interesting that the velocity v, is a function of the variable 7. Therefore also 
t 


the displacement w = i v, dt is dependent of r. We have here a deformation of the 


cross section of a round twisted bar, similar to the results in the theory of the elastico- 
viscous bodies (see author!) and in contrast to the results of the theory of elasticity, 
in which the cross section of a round twisted bar remains plane (without deformations) 


19 C. Torre: Osterr. Ing.-Arch. 8, 55 (1954); Kolloid-Zeitschrift 188, 11 (1954). 
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However, here it must be considered that it is difficult to realize a pure torsion 
of a long bar without buckling phenomenon. To avoid the buckling of the rod, it will 
be loaded with a small tension force. Such observations can be made easily in the 
production of the Tor-Steel for reinforced concrete. 

Physically possible deformations of a twisted round bar without tension forces 
are described by the theory of elasto-viscous bodies given in paper by the author”. 
No condition of the limit strength was taken into account in this paper”. 


IV. The Plane Problem of an Ideal Plastic Body 


We consider here the plane stress problem with o, = t,, = 1), = 0 and with 
d .../d2 = 0. We do not consider the convective terms of the acceleration. Therefore, 
it follows that dv,/dt = dv,/d¢ and dv,/dt = dv,/dt. The equations of motion (1) now read 


Ox 90x OT xy OVy 


Par OT xy d0y ¢ 
Cuenta fs aye ea ee Naa (2s) 
The continuity equation (2) for the plane problem reads 
| 1 de Ox Vy aS 
oe tae +32) = 0 (27) 


For the limiting condition Eq. (3) we shall take here a special yield condition for 
an ideal plastic body. This is a quadratic expression in stresses without linear terms. 
It is 

(o, — oy)? + 47%. = 4 T)?. (28) 


The stress-rate of strain relations for the plane probleme are according to Eq. (4) 


OVx OVx 0 
6, = —p--2u = b aC SE + ~), 


oy 
Ov OVx Ov 
(erage ured herrea (ZA t a) (29) 
ov OVx 
to = eGo tae): 


Substituting Eqs. (29) in (26) and (28), we obtain the differential equations of motion 
of an ideal plastic body, which read 


OVx op ) a 
a eT HAM + H+ A)GZ (VA), 
(30) 


agree a en 


-247-7=0. (32) 


Eqs. (30/1, 2), (31) and (32) are four equations in four unknowns »v,, v,, p and @. 
The general solution is difficult, especially since the equation (31) has quadratic terms. 


20 Schmidtstahlwerke A. G. Wien (Austria). 
21 See Note 19, p. 30. 
22 See Note 19, p. 30. 
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In this case we can take the density constant. According to Ep. (32) we obtain 7 -v = 0 
which will not be considered in further computations, because it duplicates the 
limiting condition Eq. (31). 
If we differentiate Eq. (30/1) with respect to y and Kq. (30/2) with respect to x 
and we subtract these two equations, we have 
6a =HAe, oe Gee (33) 


If we add the differentiated equations instead of subtracting we have 


ie ae il a = 
QUAY andy + (uw + A) aaay 6 Di Vs (34) 


With the special assumptions for the value p and for the rate of the volume dilatation 


p=h()tnty), Vv=9, (35) 
Eq. (34) simplifies as follows 


ot = uy, nr (37) 

In Eq. (33) @ is the angular velocity (vortex) and in Eq. (37) 7 is the rate of shear strain. 
Both Eqs. (35) and (37) are parabolic differential equations for dissipative (fric- 
tional) processes. Their solutions are well known, and are formally the same as the 
solutions of the differential equation for heat transfer or diffusion. The solutions 
can be found with the method of separation of variables with the time decay: e~”. 
In this case we can use the Fourier series in x and y; or we have the solution of the 


type (1i/ 't) -e-x?/4" y» = u/o, and other additional solutions. 
We can make our further derivations also with the remark that the solutions of 
Eqs. (33) and (37) are 
Oo = w (x, y, t), ? co y (x, y, t). (38) 
Substituting Eq. (38/2) in the yield condition Eq. (31), we have with Eq. (33/2) two 
simultaneous differential equations in v,, v, which read 


OVx Vy To \2 x 

Gin OY y( 2) — 7? (x, y, t), (39) 
Wy OUx 

eri ect y,t). (40) 


To find separate equations each containing just one of the velocities v, and »,, 
we differentiate Eq. (39) with respect to y and Eq. (40) with respect to x and add. 
As a second step we differentiate Eq. (39) with respect to and Kq. (40) with respect 
to y and add. This gives two hyperbolic differential equations in 1, and v, which read 


OU, 02 Ux OW C) T \2 oF 
Ou ay2 ay ~ Oa V(=) if 8 (41) 


avy OW dw 0 To \2 ae . 
On ay? gp gee ay 7 eas (42) 


These differential equations have the equation of characteristics 


di ees (43) 
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Eq. (43) has as solutiony two families of straight lines 
x -+ y=const. x — y = const., (44) 


corresponding to the homogenous stress distribution o, — oy = const., where o, 
and o, are the principal normal stresses. The straight lines Kq. (44) are inclined to the x 
and y axes at the angle of 45°. Each of these straight lines is perpendicular to the 
other as in the behavior of ideal plastic bodies. 

Using the transformation in the direction of characteristics Kq. (44): vw=a+ y, 
v= x — y, we obtain the integrals of Eqs. (41) and (42) which read 


v= — al (wdy + | (lw) pda) + F(z + y)+G(a—y), (41a) 


Vy 


+5 | (ode = V (olw)?—Fdy) + fet y)+g(e-y). (42a) 


If w and z are the orthogonal curvilinear coordinates, Eq. (43) reads 


dz 
Ae +1. (43a) 
Its solution is 
z2 + w = const. (44a) 


Investigating the polar and bipolar coordinate systems with w=dnr, z = © and 
w= @, — ®,, z = Inr,/r,, we obtain according to Eq. (44a) r/r, = e+? and 7,/r, = 
=ke+‘%-®) These are logarithmic and bipolar logarithmic spirals respectively. 
These are valid for example if the boundary conditions and the loading are along the 
special coordinate curves of the principal normal stresses. 

If we know the solutions for the velocities v, and v, from Eqs. (41) and (42), the 
value of p will be computed according to Kas. (30/1, 2) considering Eq. (35/2) which give 


Ap = 0: (45) 


The boundary conditions will be taken separately for each special case. 


V. Plane Problem with a General Limiting Condition in Terms of Velocities 

We consider here the plane problem as in Chapter IV. with o, = t., = 1), = 0 
and ¢ .../dz=0. We do not consider the convective terms of acceleration. Therefore 
we have dv,/dt = dv,/dt and dv,/dt = dv,/dt. The equations of motion and of the 
continuity are 


OVx «90x OTxy OV, OT xy O06» 

ie oT oe Oop sak age (46) 
1 do dvx , Ay\ __ 
cates se) = 0. (47) 


We shall assume the limiting condition in terms of velocities instead in terms of rate 
of strains as in Eq. (31). We work here with the explicit form 


Vy = f (0x). (48) 


Ingenieur-Archiy XII/1 u. 2 3 
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’ The stress-rate of strains relations are 


OVx OVx OVy 
avs 
a= — pt 2m se + a(S (49) 


We have here seven equations (46), (48) and (49) in seven unknowns; two velocities 
Vs, Vy; three stresses oy, 0), Tx; the value p and the density 9. Substituting Eqs. (49) 
in Eqs. (46), we obtain the system of equations of motion of a plastic mass 


0S 7s — Pt udog + (uta) se (0° %), 
Vy Op ne - Dv 
es = — ay + BAY + (u +4) ay V DE | 0) 
1 do OVx OVy = == 
eS een 0) = flv) - 


’ There are four equations in four unknowns 2,, v,, p and oe. 

As in Chapter IV. we shall assume @ = constant. The continuity equation (50/3) 
reads now y-v = 0. It will not be considered here, because it specialises the limiting 
condition Eq. (48). According to Eqs. (50/1, 2) we obtain Ap = 0. 

If we differentiate Eq. (50/1) with respect to y and Kq. (50/2) with respect to x 
.and if we substract these two equations, we obtain 


__ Oy OVx (51) 


_q@ is here as in Eq. (33) the angular velocity (vortex) and the solution of Eq. (51) isa 
_known function w (x, y, t). Therefore we have a differential equation in v and v, 


a) OVx G 
= =e = =o (2; ¥, t) ‘i (52) 
With the limiting condition 
Vy = f (Us) (53) 


- there are two equations in two unknowns v, and v,. Substituting Eq. (53) in (52) we have 
the following quasi-linear partial differential equation 


df (Ux) Vx OV 
B= heed ee _ (x, y,t) <0. (54) 
Kq. (54) is of first order. We can set up the differential equations of characteristics 
without restriction whether the equation (54) is linear or not. However, it must be 
linear in derivatives. The equations of characteristics read (see f. e., Horn®’, p. 189). 


da dy _ dvx erage dp Be dq 55 
oF i LG 7H ey eid) a OR para tae (Ss) 
ap ag Pp lag Pree ars ean ee 
* with 
aa Ov: = Ov. 


* J. Horn: Partielle Differentialgleichungen. W.D. Gruyter and Co., 1929. 
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According to Eq. (54) we have 
() oF do oF df vee 


ea a ee et ag dg ag 

we call (57) 
Ea oe eho te _9F [aF _ ao 
Ov, / OG” eS er eee oe ~ oy; oq ay * 


According to Eq. (55/1, 2) the characteristic directions will be obtained from 


dy — OF [ak _ 5 | at df , du, _ 


dz aq '| Op | dus’ CDR We (582) 


which read, because f and »v, are functions of x and y, 


d r) Ov. r) i/ a dv, \? of \2 — dvx | a 
oy eee era cera Acragee re ley heer 
Eq. (58a/2) corresponds to the mapping of the Prandtl-Busemann nets in the plane 
supersonic flow. See Geiringer®. 
From Kas. (55/1, 2, 3) follows the total differential of the velocity dv, = pda + qdy. 
Further, according to Eqs. (55/2, 4, 5), we obtain two differential equations in p and q. 
They read 


dp eh dg = 
dy + PR+S=0, ay t7k+T=0. (59) 


Using Eqs. (55/1, 4, 5) we obtain similar differential equations in dp/dx and dg /dz. 
Assuming that the p and q of both cases are equal, we obtain again Eq. (58a). Eqs. (59) 
are special cases of the Bernoulli differential equation dp/dy + pR-+ Sy" = 0, 
with n = 0. Therefore the solutions are 


— | Rd Rd — | Rd; Rd; 
p=st=e J "(a — fise! eae G= =e J "(o.— fre! ao (60) 


A singular integral for v, reads 
1 Op 0g 
v= x J | (GE + sh) dady + fe) + 91y). (60a) 


In Eq. (60a) f (x) and g (y) are the integration functions, p and q represent the integrals 
in Eq. (60). Taking into account Eqs. (57/5, 6, 7), Eq. (60) reads 


OVx Ow OVx Jw oes me 
= 0, — [Pdy, je = 01 [yay =O ow. (61) 


The integral of Eq. (61) becomes 
Vs = —| o(e, y,t)dy + Cx + Coy + Cs. (62) 


The values C,,, C,, C, are either functions of the time or they are constants. The same result 
follows according to Eq. (60a) considering that f (x) = Cx + C;/2,9 (y) = Cay +C;/2. 
According to Eqs. (55/2, 3), there are C, = C, = 0. If, according to Kq. (62), the velocity v, 
is a known function of x, y, t, we can compute the velocity v, = f (vx) according to 
Eq. (50/4) or (48), because it was assumed that the limiting condition f (v,) is given. 
The value of p will be computed according to Eqs. (50/1, 2) if the velocities v, and v, 
are known. The boundary conditions will be given in each special case separately. 
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According to Eqs. (55/1, 3), (55/2, 3), we obtain the equations of characteristics which read 


01 (2, Ys Vx) = Ux + [ody = constant , 


(63) 
wodx Sr 
De (x, Y; Vx) SS Uy Uf /dvx = constant. 
The general integral is a functional relation between 0, and #, which reads 
ft (A, V2) = 0. (64) 


(Received January 14, 1958) 


Druckstabe geringsten Gewichts 
L. Kirste, Wien 
Mit 4 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Ausgehend von der Johnson-Formel fir den plastischen Knickbereich 
wird der giinstigste Querschnitt von Rundrohren, Sechskant- und Achtkantrohren als Funktion 
der dimensionslosen ,,Belastungsdichte“ ermittelt, die durch die geforderte Drucklast, die System- 
lange und die Materialkonstanten bestimmt ist. Die untersuchten Querschnittsformen sind ziemlich 
gleichwertig; eine Querschnittsverjiingung nach den Stabenden zu bringt nur wenig Gewinn. 


Um die Druckfestigkeit o) eines Baustoffs méglichst auszuntitzen, mu die Bean- 
spruchung im plastischen Teil der Knicklinie erfolgen, fiir den die quadratische 
Johnson-Formel als giiltig angenommen werden soll: 

o/oo = 1 — 2 : 
Der Querschnitt des Stabes ist zur Erzielung einer klemen Knickschlankheit A soweit 
zu ,,spreizen“’, als es die verlangte Beulsicherheit zula8t. Fiir das Beulen im plastischen 
Bereich moége dieselbe Johnson-Formel, bezogen auf die ideelle Beulschlankheit 


Ap = /E /og gelten; die Beulsicherheit muB aber gréBer sein als die Knicksicherheit, 
weil sich eine Ortliche Minderfestigkeit auf die Beullast voll auswirkt — wie das 
schwachste Glied einer Kette — auf die Knicklast jedoch nur zu einem Bruchteil, 
der um so kleiner ist, je weiter die Fehlstelle von der Langenmitte des Stabes entfernt 
ist. Wenn z. B. die Wandstarke in der Mitte des Stabes auf einer Strecke gleich einem 
Zehntel der Stablange um 10% kleiner ist, so wird auch das Tragheitsmoment eines 
diinnwandigen Profils ungefahr um denselben Betrag kleiner, die Eulersche Knicklast 
aber nur um etwa 2%. Es ist daher ratsam, den Beulfaktor in der Johnson-Formel 
mit einem Koeffizienten ‘> 1 zu multiplizieren, der etwa zwischen 2 und 5 liegt: 


01/00 = 1 — kA;? ee ate: 


Die so erhaltene Beulspannung, die fiir die 
Knickschlankheit Null gilt, kann nun als 
Ausgangsspannung fiir die kombinierte Beul- 
und Knickformel eingefiihrt werden (Abb. 1): 


6;/0p- 1-kAG/E 


o/oo = (1 — kAp? = 


(1 ig (1— bi te 
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mit 


1 —kigt ging = X und 4° Eloy =e gibt dies: o/o, = X (1—**). 


é 


Bei einem diinnwandigen Rundrohr (Abb. 2) ist der Tragheitsradius 


: CGI) 


d 
bens also A~-—— 
eae Ee 


d 
und die kritische Beulspannung 
Abb. 2 


es 2 


also Ag = 2°85 Vat = Je(1—X)Ik. 
Der Querschnitt ist 


+ 8+ 2 (285)? 204 2 
F~ndt = 2 Ag aa ae 


Es folgt daraus die Bruchlast 

Pure S204 ko, ee ied me gt. tama. & 

Mo acer, ea x(1 i 2)= ae wae ar 
Nun werde die ,,Belastungsdichte“ eingefiihrt, eine dimensionslose GréBe, die bereits 
durch die gestellte Aufgabe — geforderte Bruchlast P bei gegebener Systemlange / 


und Material von bekanntem o, und H — bestimmt ist: 
pa PL __ 204k eas 
east? “6 (T— Xv e 


Jetzt laBt sich A? durch B und X ausdriicken: 
204-k-e-X 
Bet(1—X) + 204-h- X?° 
Dieser Wert in den Ausdruck fiir den Querschnitt eingesetzt gibt: 


fB , 204-k-X 
Nie aa Tee aa 


z= 


Das Minimum wird erreicht fiir 


dF hs, ot B 204k = ¢ Pf 2 2 5) 2 bes aS 
ae x ar oe (2044 — Be?) X*4+2Be2X —-Be=0. 


Diese Gleichung kann auf die Form gebracht werden 
(Ge oye ge fa 


und es folgt 

Vq By eVB eels 
Vp+V¥q V204kK+eVB 14+Y 
Die giinstigste Schlankheit wird damit 


x= 


pais eX tiers 1+Y 
eo 7 Es BLY 9 a OEE aN 
Die nutzbare Spannung wird nun 
2 eae ee gee 2 ce 4 
G= tr y| Wey) i Vile Ie 


und der erforderliche Querschnitt 


raP (is $)-E(4 Mt/He) 
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Es kommt daher zum erforderlichen Querschnitt fiir reinen Druck noch eine Zusatz- 


flache ae V ki B hinzu, was fiir Y = 2 einer Verdopplung entspricht. Das giinstigste 
0 


ae 1x e 
Wandigkeitsverhaltnis ist d/t = Abe = Tae Ly. 


Bei. einem diinnwandigen Sechseckquerschnitt (Abb. 2) mit der Seitenlange 0b 
ist das Tragheitsmoment J = 2°5-b%-¢ und der Querschnitt F = 6-6-t, also ist 
die Knickschlankheit 2 = 1:55 -1/b. Die kritische Beulspannung fiir die ebenen Seiten- 
wande ist og = 3°61-H -(t/b)?, daher die ideelle Beulschlankheit 

' 

“yy SOL 
Der Querschnitt li8t sich wiederum durch die beiden Schlankheiten ausdriicken: 
pee 231-165-1551 _ 238 B 

ae AAs d 2 - AB” 


ABS = 1°65.6/f. 


Damit wird die Belastungsdichte 


Roce O58 MXN) 23°38 hee ee 
oa = Bap 2) a hee 

und es folgen daraus die Ausdriicke fiir die Knickschlankheit und den Querschnitt 
als Funktionen von X und von B: 


bse eX pan (EYES le 
See Be (ee rie «il x 
' - 23:8 k 


Das Minimum wird erreicht fiir 


GE) — 238Vk | A= Xe dear (Li yD) 2X? IB er 
jG) Mea Ae (=> 4 ce ix! toe 


Daraus mu8 jetzt X in Abhangigkeit von B, e und k zahlenmaBig ermittelt werden, 
was mit Hilfe der am Schlu8 angefiihrten Tabelle geschehen kann, die X als Funktion 
von Z angibt. Damit ergeben sich dann alle wichtigen GréBen in geschlossener Form: 


DY IU Se Smee | TURES SER EC oe Cr 
) 
cca az\—* a 
Bice he 2S mage 


Bei einem Achteckquerschnitt gibt der gleiche Rechnungsgang die folgenden 


As Werte: J = 6:153-63-%; F=8-b:t; += 


eh = 0°877-b; A= 1-14: 1)b. 
08 
pale . Bees? 
06 : Bede? 1715 Vk 
yy Um nun einen direkten Vergleich zwischen 


Rundrohr, Sechskant- und Achtkantrohr zu 
ermdglichen, sind in Abb. 3 die entsprechenden 
Kurven von o/o, iiber der Belastungsdichte 
aufgetragen, wobei jedesmal die gleichen 
Abb. 3 Werte von oo, H und k gewahlt wurden. 


02 


B07 §=0% 0-9 70-% 07 0-2 
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Zur Abgrenzung des praktisch in Betracht kommenden Bereichs wurden folgende 
Extremwerte in Betracht gezogen: 


Gyr tur serail ee... 4000 bis 12000 kg/em? # = 2,100000 
o, fiir Leichtmetall 3500 bis 6000 700000 
e=4-7?-Hlo, ... 4600 bis 20700 

| EAL RGA ne aes SAS 2 bis 5 

e3/2/93-8Vk ....... ~104 bis 105 

U 92s ORI ae ERS 100 bis 100000 kg 

Bees 'e: Bcch RW Nah ae 50 bis 300 cm 

ds RRC ore, aoe eta = =" bis: 10=8 

ORS A agin Uae en Fe 10-3 bis 10+? 


Als Beispiel wurden Rohre aus Leichtmetall gewahlt, mit den Werten o, = 4500; 
E = 700000; & = 4. Es folgt daraus: e = 6150; Y = 216) B; Z~10000-B. Man 
sieht die Uberlegenheit des Rundrohrs, dessen c/o) von den Polygonrohren .erst bei « 
sehr groBen Werten von 8B erreicht wird. Eine Vermehrung der Seitenzahl iiber acht 
hinaus kame nicht in Frage, weil dann die Kantenwinkel so stumpf waren, daB sie - 
selbst einknicken wiirden und das Rohr praktisch wie ein Rundrohr von derselben 
Wandstirke beulen wiirde. 


Z XxX Z 4 Z xX Z xX Z A 
0-001 0-031 0-010 0:095 0°10 0°268 1:0 0°600 10 0°877 
002 044 020 131 20 353 2°0 704 20 919 
004 061 040 180 40 456 4:0 792 40 948 
006 O74 060 216 60 519 6-0 835 60 960 
008 085 080 244 80 565 8:0 859 80 967 
0-010 095 0-100 268 1-00 600 10:0 877 100 ii 


Eine weitere Gewichtsersparnis lat sich dadurch erzielen, daf man den Quer- - 
schnitt nach den Enden zu verjiingt. Blasius! hat diese Aufgabe als Variations- 
problem behandelt und das giinstigste Langsprofil unter der Annahme geometrisch 
ahnlicher Profile ermittelt, was bei Hohlquerschnitten auch eine proportionale Abnahme ° 
der Wandstiarke bedingt. Man kommt auf das gleiche Ergebnis, wenn man den Knick- 
stab als ,,K6rper gleicher Biegungsfestigkeit“‘ betrachtet, so daB in allen Querschnitten 
die gleiche Biegungsspannung erreicht wird, unter Vernachlassigung der reinen Druck- - 
spannung. Bezeichnet f die Ordinate der Biegungslinie in Stabmitte, /, den Quer- 
schnitt, J, das Tragheitsmoment und a, die halbe Profildicke daselbst, ferner n den 
linearen Verjiingungsfaktor, so ist bei vollkommen geometrisch ahnlichem Quer- 
schnittsverlauf im Abstand x von Stabmitte 


=P 1": 8 ey GE a ad =A0° nN. 
Ist y die Ordinate der Biegungslinie an der Stelle x, so folgt aus der Bedingung 
konstanter Biegungsspannung 


Baker mE Be) eee Us 
aye iit Jalts Jeon? f 7 
Die Biegungsgleichung 
isk Inia cs ie ees Pf (4) 
5 a yA 7 


1H. Blasius: Trager kleinster Durchbiegung und Stabe groBter Knickfestigkeit bei gege- - 
benem: Materialverbrauch. Z. fiir Mathematik und Physik 1913, 62. Band, 8. 182—197. 
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liefert durch Integration zuerst 
ae) = 9 Bs PG) 
> ena f 
Pos 1/22 te 
und dann x | eae on aa 


Setzt man (y/f)2 = sin? y, so erhalt man die Gleichung des Langsprofils in der Form 


1,/EJ, é 
c=t)/ Je (2g sin 2.9] +0; y =are sin n 


1 [ae 
[l= —(p — 5 sin 20). 


fis ; : 2h 
Daraus folgt J= al oD und die Knicklast P= . = : 
Das Volumen des Stabes ist 
U % 
= [Font-de =e 2sint y-dg=+-Fol, 
5 5 


also ware sowohl die Knicklast als auch das Gewicht des verjiingten Stabes 3/4 von 
dem des Stabes mit konstantem Querschnitt, der Gewinn demnach anscheinend 
illusorisch. Das ist jedoch ein Trugschlu8, denn die konstruktive Aufgabe besteht 
darin, jenen Querschnittsverlauf zu ermitteln, der fiir eine vorgeschriebene Knicklast 
das kleinste Volumen ergibt. Man mu8 daher zwei Stabe gleicher Knicklast miteinander 
vergleichen. Bezeichnet der Index ,,1‘‘ den Stab mit konstantem Querschnitt, so 
gilt offenbar 


Sah; S=pt; PL=FPo-p*;  Vo/Vi=p'[p? = 3/4 = 08660. 


Ks ergibt sich daher ein Gewinn von rund 13%. Blasius hat zwei Stabe mit gleichem 
Volumen verglichen, was einen Gewinn an Knicklast von 41° ergibt, aber der kon- 
struktiven Forderung nicht entsprechen wiirde. 

Besonders vorteilhaft fiir die Ausfithrung scheint die Annahme konstanter Wand- 
starke, weil dann die Herstellung aus Blech méglich ist. Bei kreisférmigem oder 
annahernd ellipsenformigem Hohlquerschnitt ist dann die kritische Beullast iiber die 
ganze Stablange konstant, namlich proportional dem Quadrat der Wandstiarke, 
unabhangig von der Profilgr6Be. Die Bedingung konstanter Biegungsspannung 
lautet jetzt 

HF =—FPo-n; J =do-n® = Yi — 7 


und die weitere Rechnung ergibt, ahnlich wie vorhin 


(i ae (4) (5% ey Paste l 7] 1/2 
dx 1S Wa ? a) z-| (+) | 
eee ag ee ee 
t/l => — { cos p + {COS Q ; y= are sin |/n 
64 EJ, UE Oe f 
P= - =32= 07205 =="; Vater, 


Vergleicht man wiederum zwei Stabe gleicher Knicklast, so ist p? = 0°7205 und das 
Volumsverhaltnis 


4. 1 
Vol Va ae . p 7 78924. 
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Der Gewinn ist hier etwa 11°/,. 


Proportional abnehmente Wandstérke  & S S S 
Die den beiden Annahmen z NE 
entsprechenden Lingsprofile Se 
sind in Abb. 4 dargestellt. 4 2 
Die geringe Gewichtsersparnis : Vaee ees 
durch Querschnittsverjiingung Reape agate Sea 
wiegt die Schwierigkeiten der Abb. 4 


Herstellung und des Zusam- 
menbaus mit anderen Konstruktionsteilen im allgemeinen nicht auf. 


(Hingegangen am 4. April 1958) 


(Mitteilung aus der Physikalischen Forschungsabteilung der Osterreichischen Stickstoffwerke A. G., 
Linz a. d. Donau) 


Parallelstromrekuperatoren mit temperaturabhingiger 
Warmedurchgangszahl 
Von A. Huber, Linz a. d. D. 
Mit 1 Textabbildung 


Zusammenfassung. Bei groBen Unterschieden zwischen den Ein- und Ausgangstemperaturen 
der beiden Gase in einem Parallelstromrekuperator kann sich der k-Wert mit der Temperatur 
so stark andern, da man ihn nicht mehr als konstant betrachten darf, wenn man den Temperatur- 
verlauf genauer zu kennen winscht. Fir den Gegenstromrekuperator wird die bei allen Gegen- 
stromprozessen auftretende Schwierigkeit tiberwunden, die davon herrihrt, da® die Eingangswerte 
der Temperaturen fiir das eine bzw. fiir das andere Ende vorgeschrieben sind. Ferner wird die 
Berechnung der Gastemperaturen fir eine plotzliche Anderung des k-Wertes gezeigt. 


In die Differentialgleichungen, denen irgendwelche Groen X, Y ... als Funktionen 
der Zeit und der raéumlichen Koordinaten geniigen, treten Stoffwerte und andere 
, Konstanten“ ein, die meist selber Funktionen der gesuchten GroBen X, Y ... sind, 
die man aber naherungsweise durch konstante Mittelwerte ersetzt. Der dadurch ent- 
stehende Fehler fallt um so weniger ins Gewicht, je kleiner die Intervalle sind, in denen 
die GréBen X, Y ... variieren. Andern sich aber innerhalb des in Betracht kommenden 
Bereiches der unabhangigen Variablen (Zeit, raumliche Koordinaten) die X, Y ... 
sehr stark, dann mu man die von ihnen abhiangigen Stoffwerte und iibrigen ,,Kon- 
stanten‘‘ durch méglichst einfache Funktionen der X, Y ... approximieren, wodurch 
aber die Linearitaét der Differentialgleichungen verlorengehen und die Erfiillung 
der vorgeschriebenen Randbedingungen auferordentlich erschwert werden kann. 

Ein solcher Fall liegt vor, wenn sich die Temperaturen der beiden Gase zwischen 
den Enden eines Rekuperators um mehrere hundert Grade andern, so daB die Warme- 
durchgangszahl k nicht mehr als konstant betrachtet werden darf, wenn man den 
Temperaturverlauf der Gase entlang des Rekuperators genauer zu kennen wiinscht. 
Es soll daher zunachst untersucht werden, wie sich der k-Wert mit den Gastempera- 
turen andert, wobei sich ein grundsatzlicher Unterschied zwischen Gegen- und Gleich- 
strom ergeben wird. Fiir eine lineare Approximation von k als Funktion der Tem- 
peratur des heiBen Gases werden die Differentialgleichungen des Warmeiiberganges 
integriert, wobei sich fiir den Gegenstromrekuperator die fiir alle Gegenstromprozesse 
charakteristische Schwierigkeit bei der Erfiillung der Randbedingungen ergibt, die 
hier jedoch noch leicht iiberwunden werden kann. Auf eine ahnliche Weise wird auch 
der Fall erledigt, daB sich fiir einen Abschnitt durch Einbauten in die Rohre die 
Ubertragungsflache sprunghaft Andert. SchlieBlich wird an einem der Praxis ent- 
nommenen Beispiel der Unterschied der Temperaturverlaufe fiir ein temperatur- 
abhangiges k und einen konstanten Mittelwert gezeigt. 
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Die Abhdngigkeit der Wérmedurchgangszahl von den Gastemperaturen 
Sind a, und a, die Warmeiibergangszahlen und fat man in ¢ die von der Rohrwand 

und der auf ihr etwa liegenden RuBschicht herriihrenden Warmewiderstande zusammen, 
so ist die Warmedurchgangszahl & definiert durch 

1 ] 1 

Ae eI A 1 
Roca ABA 
wobei sich die Indices 1 und 2 auf das heiBe bzw. auf das zu erwarmende Gas beziehen. 


Mit der Warmeleitfahigkeit des Gases 2 und dem thermischen Durchmesser d des 
Rohres gilt bei turbulenter Strémung allgemein: 


a= +4 Pro Ren, (2) 


wobei c eine Konstante und die Exponenten m und 7 echte Briiche sind. Da fiir Gase 
Pr = 0-7 und m = 0:4, so wird Pr” — 0:9, kann also als konstant betrachtet werden. 
Wie aus den einschlagigen Tabellen zu ersehen ist, kann in linearer Annaherung 
4A=1,+1,:7 (1,>0; T°C) gesetzt werden, und dies gilt auch fiir Gasgemische, 
wie z. B. aus der Formel von A. L. Lindsay und §8. A. Bromley hervorgeht. 

Bei der Bildung der Reynoldszahl hat man zu beachten, daB infolge der durch 
die steigende Temperatur bewirkten Ausdehnung des Gases die lineare Geschwin- 
digkeit wu = c,-@ (O° K) und ebenso auch seine kinematische Zahigkeit » = c, -O - 7, 
wobei auch die dynamische Zahigkeit 7 mit der Temperatur ungefahr linear ansteigt. 


Es wird darnach Re = _ = ee , also wenn auch 7 =m, +m,:T' (m,> 0) gesetzt 


und die Entwicklung von (m, + m,-7)-" mit dem linearen Gliede abgebrochen wird: 
azarae Ts 


wobei a,>0, also a mit wachsendem 7’ zunimmt. 

Nach (1) miissen zur Bildung von k zum selben Querschnitt gehdérige Werte von 
a, und a, kombiniert werden, woraus folgt, daB bei Gleichstrom der k-Wert 
weniger stark mit der Temperatur variiert als bei Gegenstrom. Im ersten 
Falle stehen namlich abnehmenden Temperaturen 7’, zunehmende Temperaturen 7’, 
gegeniiber, es werden also, wenn man zunachst von dem Glied « absieht, zu wachsenden 
Werten 1/a, abnehmende Werte 1/a, addiert, wahrend bei Gegenstrom 7’, und 7, 
sich im gleichen Sinn andern, so dai mit abnehmendem 7’, zu einem wachsenden 1/a, 
ein ebenfalls wachsendes 1/a, addiert wird, womit sich also nun 1/k starker Andern wird 
als im ersten Fall. 

Sind W, und W, die stiindlichen Wasserwerte der beiden Gasstréme und 7’,’, 
T,’ die Kingangstemperaturen bei Gleichstrom, so kénnen aus der Beziehung 
(T,’ — T,):W, = (T, — T,’): Wy leicht zusammengehérige Wertepaare 7, und 7, 
zur Berechnung zusammengehoriger a, und a, gefunden werden. Bei Gegenstrom 
jedoch sind die EKingangstemperaturen der Gase fiir das eine baw. fiir das andere 
Ende des Rekuperators vorgeschrieben, so daB man nun nicht mehr zusammen- 
gehérige Wertepaare 7, und 7’, von vornherein angeben und daher auch 
keine zusammengehorige Wertepaare a, und a, berechnen kann. Diese 
bereits hier auftretende, fiir Gegenstromprozesse charakteristische Schwierigkeit, die 
spater noch erdrtert werden soll, 1aRt sich vorlaufig nur dadurch umgehen, da8 man 
T, — T, = C setzt und fiir die Konstante C auf Grund von Betriebserfahrungen einen 
geeigneten Wert annimmt. Sollten die auf Grund dieser Annahme gefundenen Tem- 
peraturen keine nahezu konstante Differenz gleich C ergeben, so mii&ten die a, und a, 
neu gebildet und die Rechnung wiederholt werden. 
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Neben dem bisher erérterten konvektiven Warmeiibergang ist bei mehratomigen 
Gasen noch der durch Strahlung vermittelte in bekannter Weise zu beriicksichtigen. 
Dieser fallt um so stirker ins Gewicht, je heiBer das Gas ist, und die entsprechenden 
a-Werte kénnen leicht iiber 20° der konvektiven a-Werte erreichen, was auf ein 
weiteres Anwachsen der Warmedurchgangszahl mit steigender Temperatur hinaus- 
kommt. Bei kleinen Gasgeschwindigkeiten und sehr hohen Temperaturen kann 
sogar der Strahlungsanteil von « erheblich gréBer sein als der konvektive. 


Bleibt « entlang des Rekuperators konstant, so hat es auf das oben erwahnte 
Verhalten von k offenbar keinen Einflu8. Wenn jedoch, wie sich in einem Falle aus der 
Praxis gezeigt hat, am kalten Ende eines Gegenstromrekuperators hauptsachlich 
infolge Thermodiffusion mehr RuB abgelagert wird als am heiBen Ende, so wird auch ¢ 
in der Nahe des kalten Endes gréfer, also k selbst dort kleiner werden und somit 
infolge der VerruBung mit wachsender Temperatur noch starker ansteigen. 

Ks ist klar, daB® sich der Einflu8 von ¢ auf den Verlauf von k nur auf Grund von 
Betriebserfahrungen grob abschatzen la8t und seine Beriicksichtigung eine Abhangigkeit 
des k-Wertes von der Abszisse nach sich ziehen wiirde. Da namlich ¢ nur von der vom 
heiBen Ende an gerechneten Ubertragungsflache { abhangt, miiBte man setzen: 


1 1 1 
ei a 


Kin solches k (7',, f) wiirde aber praktisch nicht zu rechtfertigende Schwierigkeiten 
fiir die Integration der Differentialgleichungen des Warmeiiberganges nach sich ziehen. 
Man wird daher auf Grund von Betriebserfahrungen f provisorisch durch eine lineare 
Funktion von 7’,, also « (f) durch ¢ (7’,) ersetzen, so daB & eine Funktion von 7’, allein 
wird. Fir diese Funktion wird man den Ansatz 


k(T,) =a:(T, +6) (3) 


machen und die Koeffizienten a und 6 durch lineare Ausgleichung bestimmen, nachdem 
man fiir einige Werte von 7’, aus dem vermutlich in Frage kommenden Intervall 
nach (1’) die entsprechenden Werte von k (7',) berechnet hat. 


Um die Beanspruchung der Rohre herabzusetzen, versucht man den Warmeiiber- 
gang durch eine VergréBerung der Heizflache / am heifen Ende zu verbessern, indem 
man in die Rohre auf eine entsprechende Lange diinne radiale Lamellen einbaut. 
Da aber fiir die Warmeiibertragung das Produkt k -f maBgebend ist, so kann man die 
Wirkung dieser Lamellen rechnerisch auch durch eine VergréBerung von k erfassen, 
so daB man also & nicht nur als Funktion der Temperatur, sondern auch der in der 
Strémungsrichtung gemessenen Abszisse zu betrachten hat, die aber hier unstetig ist. 


Integration der Differentralgleichungen des Wdarmetiberganges 


Unter der Annahme, daf die Warmeiibertragungsflache in jedem Querschnitt 
des Rekuperators denselben Umfang besitzt, konnen wir diese Flache selber als Abszisse 
beniitzen, womit wegen (3) die Differentialgleichungen fiir den Warmeiibergang 
werden : 


W, dT, =F W,:dT, = —a-(T sD) (Laat Ty) df (4) 


Dabei bezieht sich + auf Gleich- bzw. auf Gegenstrom und f wird in der Richtung der 
abnehmenden Temperatur 7’, gerechnet. 
Mit der Abkiirzung w = + W,/W, ergibt sich zunachst aus (4) die bereits erwahnte 


Beziehung 
ie (dys ly Siae L (5) 
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wobei 7,’ und 7,’ etwa die Gastemperaturen am heiBen Ende sein sollen. Daraus folgt 


Ty (f)— Ta() = —w)- [Ta(f) + EG] = 4 + BI, (5") 
womit 7’, aus (4) eliminiert werden kann. Dazu miissen allerdings 7, (0) = Ty’ und 
T, (0) = T,’ gegeben sein, was aber nur bei Gleichstrom der Fall ist. Bei Gegenstrom 
miissen wir B zunichst als Parameter betrachten, dessen Wert erst aus der Bedin- 
gung 7, (F) = 7,’ bestimmt werden kann, wozu die Kenntnis des allgemeinen 
Integrals der Gleichung erforderlich ist, die sich aus den beiden auBeren Gliedern 
von (4) ergibt, namlich: 

dT, 
df 


Grodin (save: Wy Pe a 1 
p= =m (lL eW)=* (eH): (6) 
Ist insbesondere bei Gegenstrom W, = W,., so wird w = 1 und nach (5’) 7, — T, = 
= J,’ — T,’, wahrend sich (4’) auf 


aT, 
df 


Se {TT 1B) wall 


Bg (Te tb) (Er Te) 


reduziert, doch wollen wir diesen einfachen Sonderfall sowie auch den Fall des Gleich- 
stroms von den weiteren Erérterungen ausschlieBen. 
Mit der Anfangsbedingung 7’, (0) = 7’ liefert die Integration von (4’): 


Poe = ee epl—p: (Bb): f= E (fs B) (7) 


oder 
B-H(f;B)—b P 
Ti(f)= i—khGB (7’) 


Wie erwahnt, ist fiir Gleichstrom B durch (5’) gegeben, fiir Gegenstrom aber mu8 B 
erst aus der zweiten Randbedingung 7, (Ff) = 7,’ ermittelt werden, um nach (7’) 
den Temperaturverlauf 7’, (f) berechnen zu kénnen. Dazu ersetzen wir 7’, (f) in (5’) 
durch (7’) und erhalten so fiir f = F die folgende transzendente Gleichung fiir B: 


_B-E(P;B)—b yp B-[B(F;B)— A] —b(1—A) 


T.(F)=T," =(1 A) 1 — E(F; B) 1— E(F; B) > (8) 


deren numerische Auflésung weniger miihsam ist als es scheint. Mit dem so gefundenen 
Wert des Parameters B kann man nun nach (7’) den Temperaturverlauf 7’, (f) und damit 
nach (5)’ schlieBlich auch 7’, (f) berechnen. 


Einfluf einer Unstetigkeit der Warmedurchgangszahl auf die Gastemperaturen 


Wie bereits erwahnt wurde, kann eine Anderung von f auch durch eine Anderung 
von & ersetzt werden, so da & dann nicht nur von 7',, sondern auch von f abhangt, 
wodurch die Integration der Warmeiibergangsgleichungen erheblich erschwert wird. 
Wir beschranken uns auf den praktisch wichtigen Fall, daB k bei f = f unstetig wird, 
setzen also | 


k= q-a-(T, +5), 


wobel q> 1 fiir 0 = | =f aber q = 1 fiir }< f<F. Essoll also in der Nahe des heifen 
Endes infolge der in die Rohre eingebauten Lamellen & plétzlich auf das q-fache jenes 
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Betrages springen, der ohne Lamellen dort vorhanden ware. An Stelle der Gleichung (4’) 
tritt nun die Gleichung 


aT, 
oe ey et) es B), 


deren rechte Seite fiir f = f wegen der Unstetigkeit des Faktors q selber unstetig ist. 
Die hier vorliegenden analytischen Schwierigkeiten wollen wir durch die physikalisch 
naheliegende Forderung beseitigen, daB 7’, (f) auch fiir f = f stetig sein soll, also lim 

= f>f 
T, (f) = 7, wahrend natiirlich die T,- und ebenso auch die T,-Kurve fir f = f 
emen Knick aufweisen miissen. Um die zur Bestimmung des Parameters B, dessen 
Wert wegen (5’) von & ja explizit gar nicht abhangt, erforderliche Gleichung zu erhalten, 
bilden wir das Integral (7), indem wir zuerst von f = 0 mit 7, (0) = 7,’ ausgehen 


und p durch p = q-~p ersetzen und dann von f = f mit T, (f) = T, ausgehen. Wir 
erhalten so die beiden Integrale: 


Tb OPEL s ; 
TB TB &Pl(—p:(B—4)-f] er Ss 0<f= f 


T,+6  7,+6 
TAB te Po 


Ser p= pb — BY fe Pilea t < fale 


Setzt man in der ersten Gleichung f = f, so da links 7’, in 7’, iibergeht, in der zweiten 
Gleichung f = F, so da8 links 7, in 7,” tibergeht, und multipliziert man darauf 
beide Gleichungen, so fallt 7, heraus und es ergibt sich: 
Trager xP {—(B-))-(p-Ftp-F-P=BEsB) (9) 
oder: 
bee (hai eth 
1. BE; B) 
Indem man diesen Ausdruck fiir 7,’ in die mit f = F' gebildete Gleichung (5’) einsetzt, 
erhalt man die gesuchte transzendente Gleichung fiir B, die sich von (8) nur dadurch 
unterscheidet, da8 # an Stelle von £ steht. 


Hin Beisprel. 


1. In einem 12 m langen Gegenstromrekuperator mit der Heizflache F = 310 m? 
soll ein mit 7,’ = 900° C und W, = 3700 kcal/h° C eintretendes Gas ein am anderen 
Ende mit 7,’ = 70°C und W, = 3500 keal/h° C eintretendes Gas erwarmen. Nach 
den im ersten Abschnitt skizzierten Betrachtungen habe sich mit der vorlaufigen 
Annahme 7’, — T, = 250°C ergeben: 


k (T,) = 0:024 - (7, + 590) keal/m?h° C, 
also a = 0°024 keal/m2h, 6 = 590°C. Mit w = 3700/3500 = 1:0571 wird (5’): 


DG aT 2 08M (Tay as B), 
und mit p= —~0?2 7067" _ _ 3-7028-10-" ergibt (7): 
B (F, B) =e gp (exp (1148 - 10-4 B). 


Damit liefert (8) die folgende Gleichung fiir B: 
__ B+ [BE (B) +.0:0571] — 623-69 


70 VeanE) 
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Wegen 7, — 7, = 250°C und 7, < 900° C erhalt man fiir die Wurzel die Schranken: 
— 5300 < B< —900. Kin Iterationsverfahren fiihrt nach wenigen Schritten zu 
B = —4826. Damit erhilt man E (f) = —0°3795 exp (—0°002005 - f), 


T, zh —_— eae caus 5900 und a == 1,057 _ T; ae 276. 


Die darnach berechneten 7',- und 7',-Werte sind durch die voll ausgezogenen nach 
unten nur schwach konvexen Kurven des Diagramms dargestellt. Da 224 < T, — 
— T, < 257, so kann die fiir die Berechnung von k (7’;) getroffene Annahme 7’, — Loo 
= 250° C als hinlanglich genau erfiillt be- 
trachtet werden und es braucht k (7',) 
nicht nochmals berechnet werden. 


1060... 0<L<15 2. Nimmt man an Stelle von k (7) 
See K=(1*59)) go2t.... 1§<l< 12 den Mittelwert k = 29 kcal/m*h° C, so 
folgt aus (4) und (5’): 


W,-dT, = —k- A(T, + B)-df, 


K=0,024+( Ty +$90)...0<8< 72 
woraus man erhalt: 
ies cal? ee RiaAd 4 
Aree = (be) Seep 
oder: 


T, (f) = (Ty’ + B) ‘Ey (f) = B, 


$60 


Py” = T,(F) = (Ty +B): #y (Ff) — B. 
Damit ergibt (5’) zunachst: T= T(ry= 
= (1—A)- 7, (Ff) AB =u (Ty Bs 
-E,(F) — B)] —(1 —w)- B, woraus 


‘Roe TY + By (f) — Ty” 
1—w: EK (F) . 


das man aber hier gar nicht berechnen 
braucht. 


Mit den hier beniitzten Symbolen er- 


Abb. 1. Temperaturen in einem Gegenstrom- halt man schlieBlich die bekannte Formel: 
rekuperator fiir drei Annahmen der Warme- 


durchgangszahl K. Ty’ — Ty (f) = (Ty! — Te") : 1 = ie 
—w- Ey 


Die damit berechneten 7,- und 7,-Werte sind durch die strichlierten nach unten 
schwach konkaven Kurven des Diagramms wiedergegeben. Sie sind héher als die vorher 


gefundenen und der gréBte Unterschied betragt etwa 35° C in der Mitte, an den Enden 
dagegen bloB etwa 3°C. 


3. Wir nehmen nun an, es seien in die Rohre Lamellen eingebaut, wodurch in einer 
Entfernung von 1 = 15m vom heifen Ende an gerechnet, plotzlich das k auf das 
2-5fache jenes See ansteigt, den & ohne die Lamellen dort haben wiirde, wir 
setzen also g = 2°5 und f = 1/8 F. Dann wird nach (9): 


nae x 1 
FO Bogen | F—f=i- p> F = 1:363+ 10+, 
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E(F;B)= ae exp (1°363 - 10-4 B), 


Cet Reyer Bat py BA) bt A) 


1—H#H 1—# 


und die Gleichung fiir B: 
RB — 10: Ul — B(B)] + 623-70 
E(B) + 0:0571 ; 


Sie ergibt B= — 4350. Somit wird: 

Ey (f) = —0°4319- exp (—0-00475-f)...0</ <2 una 

T, + 590 .., 310 
E = — 2°0316 - —+———_ _- —0- 29: ——— : 
2 (f) eT exp ( 001829: f) fiir 5 </< 310 

Aus: 

4350: H é — 
Lf) = i, A cl folgt fir f = oF insbesondere 7’, = 722°6°C, womit die 


Berechnung von 7, fiir f > au) fortgesetzt werden kann. 
Fiir 7, folgt aus (5’): 
T, = 1:057- 7, — 248. 
Das Ergebnis dieser Rechnungen zeigen die strichpunktierten Kurven des Dia- 
gramms, die bei 1 = 15m einen starken Knick aufweisen. Die Temperaturen sind 


dort um 110°C bzw. um 90° C tiefer als im Falle k = 29 kcal/m?h° C, wahrend an 
den Enden die Unterschiede nur 23°C bzw. 26°C betragen. 


Ich danke der Unternehmungsleitung der Osterreichischen Stickstoffwerke A. G. 
fiir die mir erteilte Erlaubnis zur Veréffentlichung dieses Aufsatzes. 


(Eingegangen am 6. Mai 1958) 


Das Verfahren von Krylow-Bogoljubow zur 
Behandlung nichtlinearer Schwingungsprobleme 


Von H. Seholz, Wien 
Mit 2 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Ausgehend von der quasiharmonischen Schwingungsgleichung g + v2q + 
+ ef (q,q) = 0, fiir die N. Krylow und N. Bogoljubow! ein Ersatzsystem angegeben haben, 
werden durch Spezialisierung der nichtlinearen Funktion auf ein Polynom in g und q gebrauchs- 
fertige Naherungsformeln entwickelt, wobei diese speziell fir den Fall eines Polynoms héchstens 
5. Grades in qg und g ausfihrlich angegeben werden. An Hand eines konkreten Problems, das 
A. Weigand mittels elliptischer Funktionen exakt loste, wird die Leistungsfahigkeit der Krylow- 
Bogoljubowschen Niherung tiberprift. 


I. Prinzip der Methode’ 
Die harmonische Schwingungsgleichung 


G+ rq =0 (1) 


1N. Krylow-N. Bogoljubow: Introduction to nonlinear mechanics: Princeton University 
Press. 1947. 
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hat die Losung : 
qg=asiny (t) mit » (¢) = Vil Ps (2) 


woraus als Schwingungsdauer folgt 
(i amecliag (3) 


v 
Amplitude a und Phasenverschiebungswinkel yw hangen mit Anfangslage g{O) == 45 
und Anfangsgeschwindigkeit ¢ (0) =v) in der bekannten Weise 
Sse a panto e 
a 5 \» qo" + Vo (4) 
y = arc tg a 
Vo 
zusammen. 


Unter Beriicksichtigung der obigen Ergebnisse sucht man nun Naherungslésungen 
harmonischen Charakters fiir die nichtlineare Gleichung 


gtrqtef(agd =, (5) 


wo ¢ > 0 ein MaB fiir die Abweichung von f (g, q) von 7° ist, zu finden. 
Ahnlich der Methode der Variation der Konstanten macht man den Ansatz 


q = a(t) siny (t) mit y(t) = vt + @ (b. (6) 
Dann. ist 
g=asiny +a(y+ 9) cosy. (7) 
Man verlangt nun, daf (7) mit der Geschwindigkeit der harmonischen Schwingung, 
also mit 
g =avcosyp 
iibereinstimmt. Daraus folgt 


asiny + ag cosy = 0. (8) 
Mit (8) ist dann fiir (6) 
q = a(t) y cosy (6), (7a) 
woraus folgt 
g=avcosy—ay(y+Qq)siny. (9) 


Setzt man nun (6), (7a) und (9) in (5) ein, so folgt 
d.cosy —apsiny = — —f (asin yp, av cosy). (10) 
(8) und (10) stellen ein lineares Gleichungssystem fiir a und @ dar. Es hat die Lésung 


Sort é . 
“= — — f(asin p, ay cos p) cos p 


(11) 


. é . . 
~ =~ ,/f (asin yp, ay cosy) sin p. 


Das System (11) ist ebenfalls nichtlinear. Um es wenigstens naiherungsweise zu lésen, 
entwickelt man die rechten Seiten in Fouriersche Reihen und beriicksichtigt in erster 
Naherung nur die Konstanten. Damit ergibt sich das Krylow-Bogoljubowsche Ersatz- 
system 

2a 


Oi AG sin ®, ay cos®) cos@d@ 


ae (12) 
Jia sin ®, ay cos®) sin@d@. 


oO 


€ 
2Quav 


part 
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Das System (12) ist zu lésen fiir die Anfangswerte 


4 (0) = a, p (0) = Yo. 
Kine wesentliche Vereinfachung ergibt sich fiir die konservativen Schwingungen 
q+ vq +ef(q) =0. (13) 
Fiir diesen Fall ergibt sich das Ersatzsystem 
a = Ay 
(14) 


é€ 


2a 
t : : 
yp=vt+ Saw It (a) sn®)sn P@dP + yo. 


Ks ist namlich, falls f(g) eindeutig ist, 

2a 

fra sin D) cos Od @ = 0 
und damit auch @ = 0, woraus (14) folgt. 


II. Anwendung auf Polynome 


Bei den praktisch wichtigen Schwingungsgleichungen der Form (5) ist die nicht- 
lmeare Funktion im allgemeinen durch ein Polynom in q und g hinreichend genau 
darzustellen. 


Setzt man 
mM N 
‘ S i 
P¢.¢) =") oe iaaeng = go. (15) 
k=0 1=0 
so ist nach (12) 
ae ae. ie 
t= —>5 4 >) SY) uy at+ty!| sint® cos!+1Gd® 
7? SZ 0 T= 0 y 
M oN ag ee 
ports; OS Dd auat + tyt| sin‘+!@ cos'@d@,. 
TOY G=01=0 


oO 


Das erste Integral ist nur fiir k = 2m, 1=2n-+ 1 von Null verschieden und das 
zweite nur fiir k = 2r + 1,1 = 2-5, so daf folgt 


m, Ny h 
a=—e JX’ D3: Bam, 2n +1 qin + 2a —ea S'A, are 
m=0n=0 o=0 = 
nr 8 i (17) 
; — < = 
pave DS) Sass nart® =v+e Sua 
r=0 s=0 o=0 


mit den Abkiirzungen 


Q 
= 
u=0 


y2n (132; m) (2n + 2)! (18) 
Bom, 2n+1 = 2m, 2n+1 99,43 On + 4; 2; m) (n+ 1)!22 
oO 
LS apg OX) Vert isau — o. 
0 (19) 


y2s—1(1;2;8) (2r-+ 2)! 
V2r+1, 25 = Mer +1, 2s 227 +2 (2r + 4; 2; 8) (ry + 1)!2 


Dabei ist (m; d; v) =m(m-+d) (m4+24)...... lists (vies 1)-d): 


Ingenieur-Archiy XII/1 u. 2 4 
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Aus (17) ergibt sich, da8 nur jene Koeffizienten om zur Bestimmung von @ und p 
etwas beitragen, fiir welche die Indexsumme k + / ungerade ist, was in der Natur des 
Ansatzes (6) begriindet ist. ; 

Das System (17) ist nun fiir a (0) = a) und yp (0) = yp Zu Integrieren. Aus der ersten 
Differentialgleichung folgt zunachst mit 


jj ; 
A, 0 Us Het mrad ee 
h (20) 
&=—eha 3’ nj a7 
7=0 


und durch Trennen der Veranderlichen 


| ~ea farm [i ar. (21) 
a > nj ai 
j=0 


Aus der Funktion F (a), die sich nach Ausfiihren der angezeigten Integration im 
allgemeinen aus rationalen und transzendenten Funktionen in a zusammensetzt, 
ist a explizit darzustellen, was nur in speziellen Fallen elementar méglich ist, und zwar 
dann, wenn 


h h 
1) Sy visa%* +n, und 2) dna =a*% ist. 
i= 7=0 
Fiir diese beiden Falle ist 
—E het 
1) a= > : — (sgn An + sgn Ag) (22) 
yi CESS (g-the lates 1} 
ho 
ze De ae (23) 


PAV] + Oh e Ap ag2ht 


Ist nun a = a(t) bestimmt, dann folgt aus 


i 
b=v+epo+ 3) poa™ 
oc=1 
durch Integration 


i ; 
va tem)t+ Smo | arede. (24) 
o=1 

In (24) ist nun (22) und (23) einzusetzen. Da diese allgemeine Formel uniibersichtlich? 
(I 16. 12b) ist, soll darauf verzichtet werden, sie anzugeben. Fiir spezielle Werte von 
h und o folgen die entsprechenden Formeln in Abschnitt III. 

In (22) und (23) und damit auch in (24) treten transzendente und irrationale 
Funktionen auf, so daB es fiir die praktische Rechnung vorteilhaft ist, Naherungen 
a (t) und y (t) fiir die exakten Funktionen a (¢) und y (f) zu kennen. Zu diesem Zweck 
werden a (¢) und y(¢) aus ihren Differentialgleichungen (17) in Taylorsche Reihen 
nach Potenzen von ¢ entwickelt. Bricht man die Entwicklung von a (t) nach # ab, 
so geniigt es, die entsprechende Darstellung von yp (£) mit #3 abzubrechen, was seinen 
Grund in folgendem hat: Lést man die Differentialgleichung fiir a (t) mittels des 
Picardschen Verfahrens, so stimmt die 2., 3., 4. Approximation bis zu Gliedern 
2., 3., 4. Ordnung mit der Reihenentwicklung iiberein. Geht man nun mit der 2. Appro- 
ximation a, (¢) in die Differentialgleichung fiir y (#) hinein, entwickelt nach Potenzen 


2 W. Grobner-N. Hofreiter: Integraltafeln I, II. Wien: Springer. 1949, 1950. 
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51 
von ¢ und integriert, so zeigt sich, da dieses y, (t) bis zu Gliedern 3. Ordnung mit 
der Reihenentwicklung iibereinstimmt. 

Mit den Abkiirzungen 


ey ee d P(a) 
ne is (25) 
ee p d 
Q (a) =ry+e 2 Ho as, Qo = Q (a); Qo = ool a 
ergeben sich die Naherungen 


A(t) =a + Pitt >PyPyt 


(26) 
ad l- 1] sve een 
p (t) = Yo + Qt+ 5% Py? + | Po (Go Po + Vo Po) #. 
Mittels (26) lassen sich auch jene Falle behandeln, bei denen die explizite Darstellung 
von a (¢) aus (21) elementar nicht mdglich ist. 


Fir konservative Schwingungen ergeben sich wesentliche Vereinfachungen. Hier 
macht man den Ansatz 


M 
fig) = 2) aod (27) 
k=0 
und erhalt damit aus (14) nach Ausfiihrung der Integration 
id, 


oe 2r + 2)! 
parte 3 arse isa 


=, y+ 22r +2 (r-1)2 a )t+ 
woraus sich unmittelbar die Naherungslosung 


(28) 
’ . 2r + 2)! 
g = 4 sin (> + é ~ Ger + 1,0 57 eet Ty air) a v (29) 
r= 
samt ihrer Schwingungsdauer 
20 
heey m (2r +2)! ee &) 
yr’ Stor 410-5. 9ar42 rth? at 
ergibt. 


IlJ. Anwendung auf Polynome in q und g héchstens 5. Grades 
Unter Beriicksichtigung, daB & + / ungerade ist, ergibt sich aus (5), (15) und (17) 
die Differentialgleichung 
G+ vq +8 (a9 + %3 9° + os g® + a PO + Gos PG> + Oa gg + 


+ G99 + 309° + O50 9° + 499 9? + Gao 99g? + A149 91) = 0 
und ihr Ersatzsystem 


(31) 
a= —ea(s,a* + A, a? + A) 
y = (v + € flo) t+ 8 (uy Jy + fg Je") + const, Seta Ore dh. (32) 
Aus (18) und (19) folgt 
1 
ho = 5 1 A = = (G21 + 3 os »*) hy = 16 (ct41 + G93 v? + 5 a5 v4) as 
: : 

Lo = $5 tho tea am (G12 v2 + 3 a0) 2 == 


6p (ia ¥* + age v? + 550). 


4* 
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Wie das Ersatzsystem (32) zeigt, wird die Form der Amplituden- und Argument- 
funktionen von den sechs wegen dieser Kigenschaft so genannten , Diskriminanten“ 
(33) entscheidend beeinfluBt. Diese sechs Zahlen kann man, wie (33) zeigt, in einfacher 
Weise aus den Koeffizienten der Differentialgleichung (31) berechnen. Je nach dem 
Verschwinden oder Nichtverschwinden der A,, 2, und A, lassen sich in (31) acht Klassen 
unterscheiden, fiir die sich durch Spezialisierung von (20), (22), (23), (24), (25) und (26) 
die folgenden Typen von Naherungsliésungen samt ihren Naherungen ergeben. 


A. An 0 
ie Asre= Oped == 0 cAg 10, 
Q = a sin [(v + € Mg) b+ € Uy” (Ma MH” + Mr) t+ Yol- 
2. Ag = 0, 4, = 0, Ay + 0 ‘ 


2 Seat a ey = Dielhot Hz Apt (yg 4 e Dot 
q = Ae sin (v + € mo) t + oa (l—e )+ 44, (l—e ) + po}. 
Savane 
2 


q = a0{1—e rot -++ el : at + € Uo) t + € Ao? (M2 Qo? + pa) t — 


Wawa 2 a, 288 de? Ay? 2 3 
— €7 Ag" Ao (2 Me Qo? + fr) t aad amen are + wu) + pol. 
Ay, Ate=304 Aas As ==> 0 


[o> +e mo) t+ log (1 + 2¢ Ay ao? t) + ee + vol. 


A 
———————==== sin 
V1 4+ 2eA,a,?t 


C= o{1—e Ar ao? + 


q= 


Se ett sin [( v + & Mo) t + € Ao? (U2 Ao? + fa) t— 


Es ty F) (2 [2 Ao? + m1) p2 ae Soe = 
eam eaihOrstotnY APBD Aas Sen i) 
LEeAgt a 
q=— Ay € sin (v +6 po) t + 2M AM Jog J] 
yi Ay Qo? (6-2 e hot 27, Ue 
ashen of —]) 


ans (3 fg Qo? + pas) B + vo] 


__ A, ag? 
Ay 


sett 


[a Ag? en2 Ehot 
ho 


(e-2 EAL 


q= ay {1 (Ay do? + Ao) t + * (3 Ay? aot + 4 dy Ao ag? + do?) 
A a iB /o) t +-¢€ A” (M2 A” + /1) £ — ¢? Ay” (Ay Ap” a Ao) (2 bez A” oe a) iE a 


2 2 
~ <— (Ar do” + Ao) {2 fz Ao? (3 Ay ao + 2 Ao) + pr (2 Ar Go? + Ao)} #8 + vo| : 
Biase 
il. AO; Aiea; Ay = 0 


Ag 


=< ’ Lb 
q 4/1 + 4el,a,'t sin [(n +0) ¢+ sft {V1 4 40 deat — 1} ae 


2b flog (1 + 46 drag! t) + vo| 


5 & A,? ay 
oe jae eae) oat aga 


26° ae 


7 eae 


_— e A® Az (2 2 Ao” 4 a) iP + Ai? (8 be Ay? 4 3 41) i oh vo| 
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2, Ag 0, 7, = 0, A, + 0 (sen' A, + sen A,) 
ge —Phet 


aT a sin |(v + ¢ ja) ¢ + 
Leola —]) 


+a -log| 5 ao! = Dae e-2e hot Qo 2g—Behot __ /— 2+ ante —1)|| + 
+7 2 og(1 Bel ease ay} - 
LAR DAW a Vale Ao 4 2 _ | 

WoLe 7% ay + 2002] 7. + Yo} 


G= afl — & (An dig! + Ao) t + 5 (5 Aa? ag? -+ 6 Aa Ao co! + Ae) 0 
sin |(v “+ & flo) t + & Ap? (42 Oo” + fur) t — € Ay? (Az dot + Ao) (2 fe do? + pa) E+ 
$2550 (aot + Ao) {4 ja da? (2 2a dot + Ao ) +4 (8 2a dot + 2o)} + yo) 
Oi 0, 220, 150 
G = a{1 —e a? (Aa aa? + Aa) t+ 30 (5 Ag? cig! + 8 de da co? + 3 Ai?) et. 
‘sin Cc + & (lo) t + € Ao” (pz Go” + fr) t — €? tot (Az to” + Ax) (2 fa Qo” + pa) + 
f PEO (de cig? + An) {2 p40 0? (4 Ae oo? + 8A) + pur (3.Ae ao? + 2 A1)} P+ yo]. 
4. Apt 0, A, + 0, y+ 0 
ao{1 — 2 (Ando! + An ac? + do) t + - (Aadtat + Andie? + Ao) (SAnctot + 8dn co? + ro) 
nc epee (2 io” + pa) t — 
— 87 Ag” (Az dot + Ar Ao” + Ao) (2 M2 Ao” ig ae (Az do* + Ar Go” + Ao) ° 
{2 pn dg? (4 de dot + 3 As ato? 4 2do) + pia (3 de aot + 2 ds ao? + 4o)} B+ yo] 


Fiir die letzten beiden Klassen lassen sich nur die Naherungen nach (26) angeben, 
weil in diesen Fallen die explizite Darstellung von a (¢) nach (21) im allgemeinen 
elementar nicht méglich ist. 

Fiir die oben angefiihrten Typen 14Bt sich im Faile A. 1. die Schwingungsdauer 
der Naherungslésung angeben, namlich 

eas 2% 
Y +E Uy + E Ag" (Ma Mq* + My)” 


(34) 
wahrend dies fiir A. 2. bis 4. und B. 1. bis 4. nur néherungsweise moglich ist. In diesen 
Fallen stimmt die Schwingungsdauer in erster Naherung mit (34) tiberein, also 


A 2% 
DEE fy + EAg™ (My My? + My) 


(35) 


Das Anfangswertproblem 1a Bt sich niherungsweise unter Beriicksichtigung von (6) 
und (7a) lésen. Nach (6) ist namlich 


Yo = @ (0) sin p (0) = a) Sin py (36) 
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und nach (7a) 
Vp = a(0) » cosy (0) = ay ¥ COS Yo, (37) 
woraus folgt 
= < Vr? qo? + v0" 
(38) 
= ” do 
Wo = are tg fi 


Mit A. 1. wird auch die konservative Schwingung (29) erfaBt. Setzt man hier 
r, = 2 und beriicksichtigt (33), so folgt A. 1., setzt man in (31) 


or = Mog = Go5 = a1 = Gag = May G12 — Ago O14 = 0, 
so ergibt sich einerseits (29) fiir 7, = 2 und andererseits A, = 4, = 7, = 0, woraus 
A. 1. folgt und gleichzeitig (30) mit (34) identisch wird. 


IV. Beispiele zur Aufstellung der Naherungslésung 
1. Van der Polsche Differentialgleichung. 


g—e(l—@)g+q=0 
oder 
qta+te(—d+79)=0. 
Vergleich mit (31) und (33) liefert 


Vie Lg == ee A= ds =0, also A. 4. 


Ho = 9, ty = 0, uw, = 9, 
daher 


Ape 
a 
tee ee(ext=) 
E 


q= aol 2 (ag! 4)t+ 55 (Baot — 16a + 16) A si in (t-+ yo). 


sin (t + po) 


2. Differentialgleichung eines nichtlinearen Regelsystems (man vergleiche’). 
q+ orq+e(dq+ Be + C@q) =0. 
Vergleich mit (31) und (33) liefert 
y= 0, Ag = = iB Az = 0, also A. 4. 


ie = Ol i SO, M2 = 0, daher 


Re 
m 


XM € 
= sin | wt 
om ee Boi) +3 


Kin weiteres Beispiel findet sich in‘. 


2 Blog {1 — Sa (e- set — 1h + yo] 


° H. Scholz: Kolloquium tber Probleme der nichtlinearen Mechanik (Tagungsbericht). 
MTW-Mitteilungen, Jg. V, Nr. 3, 1958. 

4H. Scholz: Beitrage zum Krylow-Bogoljubowschen N Naherungsverfahren fir nichtlineare 
gewohnliche Differentialgleichungen 2. Ordnung. MTW- -Mitteilungen, Jg. IV, Nr. 4, 1957. 
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V. Numerische Ergebnisse 
A. Weigand’, ® hat das in der Theorie der Fahrzeugfederung auftretende Schwin- 


gungsproblem 
mex? -+-ca(l +ex*) = 0 (39) 
mit 
C= ONG), £10), x (0) = 0 


mittels elliptischer Funktionen exakt gelést. 
Durch die Transformation 


t=Y2r=or, w(t) = xq (t), 0 = € Xp" (40) 
ergibt sich 


@t+q+oq=0 (41) 
mit 
dys 1p ey HO: ‘ 
Mit einer leichten Abwandlung des in® dargestellten Verfahrens findet man die 
exakte Lésung folgendermafen: 
Die elliptischen Funktionen 


q=cen(vt+ ¢) und ¢=sn(vi+ ¢) (42) 
gentigen den Differentialgleichungen 
g=v(1— 2k) q4 27k? g3= 0, (43) 
bzw. 
g+ (1+ k)q—2v hk? q3? = 0, (44) 


wo k?< 1 der Modul der elliptischen Funktionen ist. 
Vergleicht man nun (41) mit (43) bzw. (44) so ergibt sich: 


Ld>0 vw(1—-2kR)=1 2PR=9, (45) 
woraus folgt 
y=\1+0 = Fath’ (46) 
also pet, te 
qg=en(t/1+ @ + 9), (47) 


oder wegen 


q=en(t)1+9; &) (48) 
und 


wo K (k?) das vollstandige elliptische Normalintegral erster Gattung’ bedeutet. 


5 A. Weigand: Die Berechnung freier nichtlinearer Schwingungen mit Hilfe der elliptischen 
Funktionen. Ingenieur-Arch., Bd. XII (1941). 

6 A. Weigand: Einfiihrung in die Berechnung mechanischer Schwingungen I. Berlin: Verlag 
Technik. 1955. ; bn 

7 Ff, Bowman: Introduction to elliptic functions. London: English Universities Press. 1953. 
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2.0<0, d=—|9|, 2+R=1, 27h =/8, (49) 
woraus folet 


oO 
oll Wes re a 
Da k? < 1, so muB, damit Schwingungen iiberhaupt auftreten kénnen, |) < 1 sein. 
Damit ist dann 


q=sn(t]/1 — 2 |0| + @) (51) 
oder wegen 
q*=1, HM= 
q=sn(K + Wf — x|? SOK) 
oder durch Reduktion des Arguments 
qg=sn(K—t|/1— 3/0 ; Ke) (52) 


und 


i 4K 
apts eae 
ya—3|° 
Die Differentialgleichung (41) laBt sich mit den in III entwickelten Formeln 


naherungsweise lésen. 
Fiir 3? > 0 ergibt sich 


also A. 1. 
3 
Ho = 9, In =>, 2 = 0, 
daher 
30 
q= ay sin |(1 + a0?) t-+ yo | 
oder mit 
do= 1, Vo 0s also Chy—= 1h. Yo= > 
30 
q=cos(1+ 3) ¢ (53) 
und 
(ptat? 22 
ees 
eee 


Hur 0 210) 9-0} folot 
y=1, Ay = 0, A, = 0, A, = 0, 
also A. 1. 


3 
Mo = 0, A ae ree 2 = 0, 


daher 


q= ay sin [(1— Plast) + yo | 
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Or 
~I 


oder mit 
Gp tls tg 0 aS dg. = 1, p=s, 
q= cos(1—F 5°!) 4 (54) 
und 
Ieee 22 
eel: 
8 


Mittels der exakten Lésungen (48) und (52) lat sich nun die Leistungsfahigkeit der 
Naherungen (53) und (54) numerisch iiberpriifen. 

Unter Verwendung der elektronischen Rechenanlage des Mathematischen Labors 
der Technischen Hochschule in Wien wurden die exakten Liésungen (48) und (52) 
fiir die acht Parameterwerte 3? = —0°8; —0°6; —0°4; —0°2; 0-2; 0°4; 0°6; 0°8 mit der 
Schrittweite A = 0:05 fiir das Zeitintervall 0 < t < 5, wo 1 eine dimensionslose 
Zeit bedeutet, tabelliert’; ebenso wurde verfahren mit den Naherungen (53) und (54). 
Weiters wurde die Differentialgleichung (41) unter den obigen Voraussetzungen mit 
dem Runge-Kutta-Verfahren numerisch integriert. Dabei zeigte sich, daB im Rahmen 
der Zeichengenauigkeit und fiir das verwendete Zeitintervall die exakte Losung von 
der numerischen Lésung nicht zu unterscheiden war, so daB es geniigte, die numerische 
Losung mit der Naherungsl6sung zu vergleichen. Bei diesem Vergleich ergab sich, 
daf die Abweichungen mit wachsendem Absolutbetrag von # sich immer starker 
bemerkbar machten, wobei aber die Approximation fiir positives # wesentlich besser 
als fiir negatives # ausfiel. Die starksten Abweichungen traten bei # = — 0°8 auf. 
Bei & = — 0-2 und # = + 0:2 fiel im Rahmen der Zeichengenauigkeit und fiir das 
betrachtete Intervall die Naherung mit der numerischen Lésung und daher mit der 
exakten Losung praktisch zusammen, wahrend bei # = + 0:4 eine solche Uberein- 
stimmung nur bis zum ersten Minimum stattfand und dann die Kurven schwach 
divergierten. Die folgende Tab. 1 gibt den zeitlichen Abstand 

Sheet ie 


AT => 


der ersten Nulldurchginge wieder. Die Abb. 1 und 2 zeigen die Naherungen fir 


Numerische Lésung von 

y’ +y4+ oy3 = 0 fir d= —0,6 
SQSSISE y = cos (0,775 t), T= 8,107, 
T=="8°097 


8 T,. M. Milne-Thomson: Jacobian elliptic function tables. New York: Dover Publications. 
1950. 


—_—— 
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§ = — 06 und 3 = + 0°6. Weiters ergab sich, da die Rechenarbeit bei der Tabel- 
lierung der Naherungslésungen wesentlich geringer war als jene bei der Tabellierung 
der elliptischen Funktionen. 


a aan 


TJ 


meat 
“SSS 5 
C ¢ 
SY ¥ p 
lead) 


Abb. 2. —— Numerische Losung von 
y’ + y+ dy = 0 fir = 0,6 
s——=-- y = cos (1.225%), T’ = 5,129, 
T = 5,233 


Tabelle 1 


os | —0-6 | +04 


| —04 | —0-2 | +02 


0-379 | 0-123 | 0-038 | 0°006 | 0-002 | 0-013 


VI. SchluBbemerkungen 


Wie der numerische Vergleich erkennen laBt, liefern die entwickelten Naherungen 
fiir gewisse Parameterintervalle befriedigende Approximationen, sofern bei dem 
betrachteten nichtlinearen Problem tatsiachlich eine periodische Bewegung méglich 
ist. Viele wesentlich nichtlineare Erscheinungen, wie etwa Selbststeuerung, Instabil- 
werden, Auswanderungserscheinungen u. a. — man vergleiche etwa’ — werden 
mit diesen Naherungen naturgemaéB nicht erfaBt werden konnen. Trotzdem scheinen 
aber die entwickelten Naherungsformeln von Wert zu sein, weil in der geschlossenen, 
analytischen Naherung die Anfangswerte und etwa vorkommende Parameter explizit 
in Erscheinung treten, so da8B die Auswirkung etwaiger Anderungen leicht zu iiber- 
blicken ist, was ja bei numerischer Lésung nicht so rasch méglich ist, weil jede Variation 
der Anfangswerte und Parameter eine Wiederholung des ganzen Rechenganges bedingt 
und die nunmehr vorliegenden numerischen Ergebnisse hinterher graphisch festgehalten 
werden miissen. 

Der Verfasser hofft, da durch die Bekanntgabe der entwickelten Formeln, die 
in gewisser Hinsicht eine Erweiterung der in! angegebenen Tabelle der K-Trans- 
formierten darstellen, die Anwendung des bekannten Krylow-Bogoljubowschen Ver- 
fahrens wesentlich erleichtert wird. Die angefiihrten Vergleiche sollen nur die Grund- 
lage fiir weitere praktische Erprobungen, die in nachster Zeit im Mathematischen 
Labor durchgefiihrt werden, bilden.1 


* H. Scholz: Kolloquium tber Probleme der nichtlinearen Mechanik (Tagungsbericht). 
MTW-Mitteilungen, Jg. V, Nr. 3, 1958. 

10 K. Magnus: Uber ein Verfahren zur Untersuchung nichtlinearer Schwingungs- und Rege- 
lungssysteme. Dusseldorf: VDI-Forschungsheft 451, 1955. 

Tnzwischen erschien von H.Kauderer das Werk ,,Nichtlineare Mechanik* (Berlin: 
Springer. 1958), in dem eine Verbesserung des Krylow-Bogoljubowschen Verfahrens behandelt 
wird. 
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Zur Ableitung der elastostatischen Gleichungen fiir die 
Rotationsschalen aus dem Minimalprinzip der Variationsrechnung 


Von W. Miller, Miinchen 


Zusammenfassung. In der vorliegenden Arbeit werden die bekannten elastostatischen Gleich- 
gewichtsbedingungen einer Rotationsschale unter Benutzung der Ausdriicke fiir die Verzerrungs- 
komponenten aus den Bedingungen ftir das Minimum der sogenannten Erginzungsarbeit, der 
Differenz der Formaénderungsenergie und der Arbeit der 4uBeren Krafte abgeleitet. Im AnschluB 
daran werden einige bemerkenswerte Sonderfalle kurz betrachtet, die sich ohne weiteres aus den 
Grundgleichungen ergeben. 


I. Einleitung 


Wenn man die vielfach iibliche, aber nicht recht befriedigende Methode vermeiden 
will, die davon ausgeht, das Gleichgewicht der Krafte an einem aus dem Verbande 
herausgetrennten und den Hauptrichtungen angepaBten Kérperelement zu betrachten, 
so bleiben im wesentlichen zwei weitere Moglichkeiten itibrig. Entweder man trans- 
formiert die einschlagigen vektoriellen bzw. dyadischen Operationen auf allgemeine 
krummlinige orthogonale Koordinaten, um dann leicht zu den gewiinschten Grund- 
gleichungen in unserem besonderen Fall zu gelangen. Oder man beschrankt sich auf 
die Aufstellung der Verzerrungs- und Spannungskomponenten in ihrer Abhangigkeit 
von den Verschiebungsgré8en und benutzt dann den allgemeinen Ausdruck fiir die 
Formanderungsenergie bzw. die sogenannte Ergainzungsarbeit, die Differenz der 
Formanderungsenergie und der Arbeit der 4uferen Krafte. Im folgenden soll ins- 
besondere gezeigt werden, daB die bekannten Eulerschen Gleichungen als Bedingungen 
fir das Minimum dieser Erginzungsarbeit mit den Gleichgewichtsbedingungen fiir 
die Punkte einer Rotationsschale identisch sind. 


Il. Koordinaten eines Schalenpunktes 


Bezeichnet man die Hauptlinienelemente auf der Schalenmittelflache in Richtung 
der Meridiantangente und der Breitenkreistangente mit ds, und ds,, die zugehérigen 
Hauptkriimmungsradien mit R, und R,, den Winkel zwischen der Normalen und der 
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Rotationsachse mit a, ferner die Polarkoordinaten eines Punktes des Parallelkreises 
mit 7, gy, so ist 

ds, = R,da=g,da; ds, = R,sinadgy = rdy = g, dy (la) 


Als dritte Hauptrichtung soll die Richtung der inneren Normalen gelten, entsprechend 


der Beziehung 
dss =93dz (g3 = 1) (1b) 


Bei der Ableitung in Richtung dieser Normalen hat man R, baw. R, durch R, ( 1— +) 
bzw. R,(I — #) zu ersetzen, wo |z|<h/2 ist, wenn h die Schalendicke bezeichnet. 
2 


Dann ergibt sich z. B. 


Onna Oia (2) 
az dz 


III. Die Komponenten der Verzerrungen und der Spannungen 


Wenn man die Verschiebungen in den Hauptrichtungen 1, 2, 3 mit wu, v, w, die 
Ableitungen nach a mit Strichen bezeichnet und die Beziehung zwischen R, und Rk, 


or 
riven PR, cos a (3) 
benutzt, so ergeben sich nach den allgemeinen Transformationsformeln folgende Werte 
fir die Dilatationsgr6Ben «; und den Winkelverzerrungen yx 


ae ‘ eo NG taper = | 

- int a ng z = 7 ee - os ui oe T = 

ern aay eo eee ae (s 
yo ae arg) tel el me te 


ee Gh Oh OP GON ou ov veota] 
IA Seo Ee Gadhat 1 aia We | rap ne Rida Rs | J 
Zwischen diesen VerzerrungsgroBen und den Spannungen o; und 7; bestehen dann 
folgende Beziehungen 


1 1 
€y = i. (o1 = V0) A &2 = e (G2 oS 01) 
HE E (5) 
Oy Seana (fl Vea). Oz = ye (C2 + e1)s | Te = WS ig 
wobei # und G = +n) die Elastizitatsmoduln und » = = die Poissonsche Kon- 
stante bedeuten. 


IV. Formanderungsenergie und Erginzungsarbeit 


Bei der weiteren Behandlung kommt es vor allem darauf an, den Divergenzvektor 
der Spannungsdyade darzustellen, der unmittelbar bei gegebenen auBeren Kraften 
die gesuchten Gleichungen liefert. Die entsprechenden etwas umstandlichen Rech- 
nungen sollen an anderer Stelle gegeben werden. Das Ergebnis stimmt im wesentlichen 
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tiberein mit den von J. Fadle! und J. Krettner? aufgestellten Gleichungen. Der 
andere, in der vorliegenden Arbeit einzuschlagende Weg besteht darin, die von der 
Variationsrechnung gelieferten Bedingungen fiir das Minimum der Erginzungsarbeit 
zu entwickeln. Wenn man die als konstant und klein vorausgesetzte Wandstarke der 
Schale mit h, die auf die Flacheneinheit bezogene Formanderungsenergie mit U, 
ferner die auf die Hauptrichtungen bezogenen Flachenkrafte mit p,, »., p, bezeichnet, 
so ist die Differenz der Forminderungsenergie und der Arbeit der auBeren Krifte 
durch das Integral 


[ [0 Fw + ret poe) hay 6) 


e 


dargestellt, wo df = R, rd adg zu setzen ist. Wir fiihren nun die unter dem Integral- 
zeichen stehende Funktion 


F=|0 (pi + p2v + pow)| By 7 (7) 


ein und beriicksichtigen folgenden allgemeinen Ausdruck fiir die Forméanderungs- 
energie 


TT 1 
U = 55 [oi + 02 — 201 op + 2(1 +») (r93+781 +712) ]- (8) 
Fiir das Folgende kann man sich auf die Koordinaten a und » beschranken und 


ou _ ® _  getzen. Dann erkennt man, da’ F eine Funktion der GroéBen 


Oe (og 
_ OU ou 
U, VU; CUD Op” USW 
ist. Setzt man zur Abkiirzung 
Ou _. a : 
tes Ua; aol ae? usw. 


so ergeben sich aus den Eulerschen Gleichungen® fiir das Minimum der Erganzungs- 


arbeit folgende Relationen 


ak ai (ae 2 (AEN R 0 


ou da \ dUa OP \ IU 

oF ts) oF Ce] oF 

av da ( a oy ( i) er (9) 
oF sae setae =o 

dws: a: \ Wa dg \ Owe] 


die nun naher ausgewertet werden miissen. Bei der Ausrechnung sind die bekannten 
Beziehungen zu beachten 


Oy aU F) 
ai I O02 > Ot Vik | 

(10) 
aU dey 0&2 


2 OVik | 
ai + Og ai — 2» Tk —3, USW. 


1 J. Fadle: Ingen.-Archiv 17, 62—70 (1949). 

2 J. Krettner: Osterr. Ingen.-Archiv 7, 12—21 (1953); 7, 251 (1953). 

3 R. Courant-D. Hilbert: Methoden der mathem. Physik. 8. 157f. Berlin. 1931. 

3 Ph. Frank-R. v. Mises: Differential- und Integralgleichungen der Mechanik und Physik. 
I. Teil, Braunschweig 1930. 8. 249f. 
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Man gewinnt damit die folgenden Werte fiir die in (6) auftretenden Differential- 
quotienten 


oF pi ar ) 
sa 3 = O10 = T1217 
cape C2 R, cosa + T1317 7 Rr; as L0G Re 121; 
of c p2 oF P af J 
ese Se eared : — = T7121 ——— = 6; R 11 
ana T12 Ry COS @ -- T13 Ry sin a@ h Ry les aan 1275 a ve 2 N11; ( ) 
oF . p3 oF oF 
Baa ee ea —s be me s I — a A ee ——_— = T R 
eek R, sina h Ri; Pe tS Fae 23 Lt 


Wenn man jetzt noch die mit 4 multiplizierten Spannungen einfiihrt, also 
hoy 3. hog San Bite el ee 


setzt, so ergeben sich die Gleichgewichtsbedingungen der Rotationsschale in der Form 


SUS) _ 8, Ry cosa — Tier + 5 (Bs T»)+ pir ky = 0 (a) 
a+ T 12 Ry, cos a - Ri T'o3 Ry sin @ + por Ry = (b) (12) 
Sir + Se Risina + 9. (r Te) + 55 (Bi Tos) + Par Bi = 0 (c) | 


V. Die Formanderungsenergie der Biegung im drehsymmetrischen Fall 


Ks ist bekannt, dai die Biegungsmomente M, und MM, lineare Funktionen der 
Kriimmungsanderungen x, und x, sind. Man hat 


m=4(z)=4(32)=F da ot 


Ri dsy da ds: Ri 
(13) 
S =d(z.)—d(=*)- _ 8 _ Bcota 
B Bap epee alia Re peree ea 
wo #@ durch die Groke 
w+ w’ 
oo a i (14) 


dargestellt ist, die auch in dem Ausdruck fiir y,;, vorkommt. Dann bestehen die 
linearen Beziehungen 


M,= —N (%, + ¥ %) (15) 
Wh —— SN (#3 se Vv %,) 
N =." ~ die Biegungsk 
wo N = 754-72) die Biegungskonstante bedeutet. 
Die Formanderungsenergie der Biegung kann zunichst in der Form 
ie | cont 
aad 2 11 + zy 2 2 (16) 


dargestellt werden. Driickt man die GréBen x, und x, durch die Momente aus, so kommt 


iigais Blageny Mao, M2 — My 
emcee NGL et) ee a gee (17) 
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und man gewinnt fiir die Formanderungsarbeit pro Flacheneinheit den Wert 


TT ] 
U = sy qm |Me + Me — 2) MMe : (18) 
Diesen Ausdruck betrachten wir als Funktion von # und 8’. Zu dieser Formanderungs- 
arbeit tritt nun noch der von 7,; herriithrende Teil, der auch von # abhingt. Setzt man 


H,=UR,r 
ferner 
H, —ha+») h 


E T4397 Ry r= 2G 7317 Ry r 


WO %3 = GdI=G “oe zu setzen ist, so erhalt man die Eulersche Bedingungs- 


gleichung fiir das Minimum der Formanderungsenergie in der Form 


0H, 0H, 0 (0H, bel 
ag ao a (a7) = 9 (19) 
Nun wird 
le? peoud,. Loo M.* =.) cot a 
ee apareged to Ree cage Re (20) 
BD bn ae Le. 1S 0M eh, dake 
greet ON pop = ON Me 
Daher ergibt sich 
aH, 1 ycota , cot a cot a cot a 
7 ees Boe [Ma Rect “Rp, »(Mi et oe eM 
= —M, R, cosa 
21) 
Zip Ler a, v ( <a i) me ( 
20" =— al | Maz + (Mi ae + Moe kyr = Mor 
aH: 


ae =e hin G Rr = T 13 Ryr 


Mit diesen Werten erhalten wir aus (19) und (21) die folgende Beziehung zwischen 
den Momenten M, und M, 


2) — My Rycosa — Tn Fir = 0 (22a) 
oder 
cot a 1 aM, 


Re | Ri 0a 


(M, — M2) De 0 (22b) 


Wenn wir z. B. vollstandige Symmetrie, auch in der Belastung voraussetzen und alle 
Ableitungen nach ¢ gleich Null, ferner 7’; = 7 setzen, so bleiben die drei Gleichungen' 


1) _ 8, Ricosa Tr + p,r By = 0 
ot Sir S. hy sina + psr hy = 0 28) 
CCR) _ My Ry cosa — Trk,=0 


1 Vgl. R. Meissner: Physik. Zeitschr. Bd. 14 S. 343f. (1916). 
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VI. Uberblick iiber einige Sonderfialle 


a) Der Fall der Kugelschale ergibt sich aus R, = R, =a. Im symmetrischen Fall 
haben wir z. B. die drei Gleichungen 


+ ads } E> 
(S; — Sz) cota + —T+ipa=d 
? dT id ~ 
S, + S:+ 7 cota + a pa = 0 (24) 
aM 
(M,— M3) cote 4 SS aT =0 


Im unsymmetrischen Fall der Kugelschale ohne Biegungswiderstand ist M, = 
= M, = 0, Ty; = 7.3 = 0 zu setzen. Dann ergeben sich fiir die drei GréBen S,, S, 


und 7',, die drei Gleichungen 


asi 1 aT ne in 

a7 oe (Si — S83) cota - See ap. 7 pi @ 0 

Ty 5 - 25 
oT 9 Ts. cob ee (25) 


aa sina ap 
S,+8:+ pa=0 
hb) Kegelschale. Hier wird R, = o, R, da = dx; « = konst. = @&. 
Die Koordinate 2 kann als Entfernung eines Punktes der Mittelflache von der 
Spitze des Kegels betrachtet werden. Dann gehen unsere Gleichungen tiber in 


ad (@S8i) oe’ 

ia 
So tg ey + — (ar) = px (26) SY 
d CL 

eR) 


Aus ihnen kann man, wie nicht naher ausgefiithrt werden kann, die Groen S und MV, 
und schlieBlich, wenn man die Beziehungen 


1—»r 


es Eh = oy uw — = tg we oS Eh | u— we xo 5 du 


(27) 
7 d2 w 1 dw ; y[ 1 dw ad? w 
M, = —N|FS +5 s /M,= y|- mee a | 


benutzt, auch die Verschiebungen, z. B. w in Abhangigkeit von x ermitteln. Besonders 
einfach gestaltet sich die Rechnung im Membranfall (7’ = M = 0), bei dem sich die 
Spannungen ohne weiteres berechnen lassen, wenn p gegeben ist. 


¢) Kreiszylinder unter Innendruek. Im Falle des Zylinders ist R, = oo, R, da = de, 


ww . . 
R, =a, «=> zu setzen. Dann ergibt sich aus (19a) 


dS, 
eee (28) 


Wir kénnen daher S, = konst. = 0 setzen. Bei dem Innendruck p gehen die Glei- 
chungen (12¢) und (23) mit 7,, = 7 tiber in 


Sil de, el > a 
aide OS aaa (29) 
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Daraus folgt dann 


@M, dT _ Ss 
Eker ee Corey (30) 
Wegen 
_ Eh \_ _Eh (dw w 
$= a(atva)=;~4 (4 oF) ee 
ergibt sich aus S, = 0 
du U 
aye (32) 
und daher 
Eh Eh w Hhw , 
Sa Plate) — PL E(w) Bas 
Ferner ist 
ae i ee 1 [du Bw) d2w 
MW=-NZ=—-Ne|E+hel=--VS (34) 


Man erhalt daher aus (31), wenn w nach auBen positiv gerechnet wird, die Differential- 
gleichung | 


d2 ( oa) la 


dz \" da? az aL. 
oder bei konstantem N (35) 
dw , Eh 
ee eee 


d) Gedriickte kreiszylindrische Hohlsiule. Wenn man die Spannungswerte 


Eh (du w\ . ie Ahi bap du 
c= a (Sete); = a [Sts (36) 
beriicksichtigt und S, = — ph = — P setzt, so folgt 
du (1 — v2) w 


Einsetzung in den Ausdruck fiir S, liefert dann 


$= 7 [fa — 9) PSE Sw S)=Fw—m) (88) 


1—wv |a wo) a H a 
Be gets i d? aN 2 a 
Wenn man weiter fiir die Krimmung >; = — a einfiihrt, so erhalt man aus (12c) 
Pw , Bh ele 

Diggs tog Clete eo 

und wegen 
Pw. dM _ 
WAN Bee q, =P (39) 

die endgiiltige Differentialgleichung fiir w 

dw P Pw Eh 

ot ee (40) 


Mit diesen Beispielen soll nur auf die Mannigfaltigkeit der aus den Grundglei- 
chungen ableitbaren Sonderfalle anschaulich gemacht werden. Weitere Verallgemei- 
nerungen sollen an anderer Stelle entwickelt werden. 


(Eingegangen am 14. Mai 1958) 
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Prinzipien bei der numerischen Losung von Anfangswertaufgaben 
bei gewéhnlichen Differentialgleichungen und Methoden 
zur Abschitzung des Fehlers* 


Von E. Bukovies, Wien 


Zusammenfassung. Zur numerischen Losung von Differentialgleichungen ist eine sehr groBe 
Zahl von speziellen Formeln entwickelt worden. Die Darstellung gibt einen Uberblick iiber die 
Prinzipien, die zur Aufstellung der wichtigsten Formeln gefiihrt haben und zeigt, wie daraus 
spezielle, verschiedenen Anwendungszwecken dienende Formeln abgeleitet werden konnen. Es 
wird dabei besonders auf die — in den meisten Fallen erst in den letzten Jahrzehnten in Angriff 
genommene — Behandlung des Fehlerproblems eingegangen und die dabei verwendeten Methoden 
herausgearbeitet. Dabei wird auch die jiingste Entwicklung, die sich insbesondere mit der Stabili- 
titsfrage und mit der Anwendung statistischer Verfahren beschaftigt, beriicksichtigt. Ziel der 
Darstellung ist es, durch Herausarbeiten der Grundgedanken einen Zugang zu den zahlreichen 
modernen Veréffentlichungen auf diesem Gebiet zu geben. 


I. Einleitung 


Die mathematische Formulierung zahlreicher Probleme der Technik und der Natur- 
wissenschaften fiihrt auf Differentialgleichungen oder auf Systeme von solchen. 
Die exakte Lésung in geschlossener Form ist bekanntlich nur in den seltensten Fallen 
méglich. Es ist nun naheliegend, durch Vernachlassigung von Gliedern die Differential- 
gleichung des Problems so zu vereinfachen, daB man geschlossen losbare Typen erhalt. 
Die damit erzielten Ergebnisse sind jedoch in den meisten Fallen nicht hinreichend 
genau. Aus diesem Grunde gewinnen Naherungsmethoden, die wenigstens eine ge- 
niigend genaue Lésung des Problems gestatten, immer mehr an Bedeutung, besonders 
in der Gegenwart, wo der oft betrachtliche, mit der Anwendung solcher Methoden 
verbundene Rechenaufwand durch programmgesteuerte Rechenmaschinen zuverlassig 
und mit vertretbarem Zeitaufwand geleistet werden kann. 

Die Anzahl der zur numerischen Lésung von Differentialgleichungen entwickelten 
Methoden und Formeln ist so groB, daB es immer schwieriger wird, den Uberblick 
zu behalten und die fiir die jeweils vorliegende Aufgabe zweckmafigste Methode 
auszuwahlen. Die vorliegende Darstellung soll unter Beschrankung auf den Fall der 
Anfangswertaufgaben bei gewohnlichen Differentialgleichungen die wichtigsten 
Grundprinzipien aufzeigen, nach denen ein Grofteil der gebrauchlichen Formeln 
sich entwickeln 148t. Es soll dabei auch auf die besonders wichtige Aufgabe der 
Abschatzung des durch die Anwendung des Naherungsverfahrens entstehenden 
Fehlers eingegangen werden, wobei allerdings gesagt werden muB, daB diese besonders 
schwierige Frage in den meisten Fallen insofern noch nicht als befriedigend gelést 
bezeichnet werden kann, als es noch nicht gelungen ist, Formeln anzugeben, die es 
gestatten, mit vertretbarem Rechenaufwand eine Abschatzung zu geben, die die 
GroBenordnung des Fehlers richtig wiedergibt. 

Ks soll in keiner Weise Anspruch auf Vollstandigkeit erhoben werden, sondern 
diesbeziiglich auf die zusammenfassenden Darstellungen, insbesondere von L. Collatz} 
und W. E. Milne® verwiesen werden. Die vorliegende Darstellung soll lediglich die 
Orientierung und das Verstandnis auf diesem so ausgedehnten Gebiet erleichtern. 


* Uberarbeitete Fassung eines am 30. April 1957 auf Einladung der Justus-Liebig-Hoch- 
schule in GieBen gehaltenen Vortrages. Der leider am 30. Mai 1957 verstorbene Vorstand des 
Mathematischen Institutes der Hochschule, Prof. Dr. E. Ullrich, gab die Anregung zur Ver- 
offentlichung des Vortrages. Deshalb sei diese Veréffentlichung dem Andenken dieses hervor- 
ragenden Forschers und liebenswerten Lehrers gewidmet. 

7 L. Collatz: Numerische Behandlung von Differentialgleichungen. 2. Auflage. Berlin- 
Gottingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1955. 

2 W. E. Milne: Numerical Solution of Differential Equations. New York: Wiley. 1953. 
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II. Anfangswertprobleme und numerische Naherungsmethoden 


Ks sei eine Differentialgleichung erster Ordnung 


y' =f (2, y) (1) 
gegeben. Die gesuchte Lésung soll die Anfangsbedingung 
Y (%o) = Yo (2) 


erfiillen, d. h. durch den Punkt P, (2%, yy) hindurchgehen. Die Existenz und Eindeu- 
tigkeit einer solchen Lésung ist gesichert, wenn die Funktion f (zx, y) in einem — 
diesen Punkt enthaltenden — Bereich stetig und beschrankt ist und einer Lipschitz- 
Bedingung der Form 


. | f(x,y) —f (2%, y)|<L-|y—y| (3) 
gentgt, worin L die Lipschitz-Konstante darstellt. 


Bei numerischen Niaherungsverfahren berechnet man nun, von 2, ausgehend, 
fiir aquidistante Argumente 


t= f +i-h, i=0, 1, 2,... 


mit der Schrittweite h Naherungswerte fiir die Lésungsfunktion. Eine Reihe von 
Naherungsverfahren geht von der durch Integration von (1) entstehenden Integral- 
gleichung 


In+1 
Y (ns) = y(%) + [f(x y(2)) de (4) 
In 
aus. Unter dem Integralzeichen steht die noch unbekannte Funktion y (x). Nun kann 
man aber das Integral durch irgendeine Quadraturformel approximieren, etwa indem 
man die Funktion f (xz, y) durch ein Interpolationspolynom ersetzt, das an einer 
gewissen Anzahl von Stellen mit der Funktion iibereinstimmt, und dieses Interpola- 
tionspolynom integriert. Die auf diesem Prinzip beruhenden Verfahren bezeichnet man 
als Differenzenschemaverfahren. 
Das Runge-Kutta-Verfahren und eine Reihe anderer Verfahren beruhen 
darauf, da — wieder schrittweise — Naherungswerte unter Beniitzung der Taylor- 
Entwicklung der Lésungsfunktion 


Th Cae sane — Y (Xm) sie y’ (tn) = tee ie (2) : a + cee (5) 


berechnet werden. Dabei wird die oft miihevolle Berechnung der héheren Ableitungen 
der Funktion f (z, y) dadurch umgangen, da man zunachst an Zwischenstellen 
sogenannte Grobwerte berechnet, die dann dazu herangezogen werden, durch ihre 
Verwendung als Korrekturglieder die gleiche Wirkung zu erzielen, als ob man Taylor- 
Glieder héherer Ordnung beriicksichtigt hatte. 

Auf die Differenzenschemaverfahren und auf die Verfahren vom Typ des Runge- 
Kutta-Verfahrens, die die am haufigsten verwendeten Verfahren sind, wird in den 
spaiteren Abschnitten ausfiihrlicher eingegangen werden. Es mége aber noch kurz 
hier auf einige andere Verfahren hingewiesen werden, die auf anderen Prinzipien 
beruhen. Einige Verfahren kniipfen z. B. ebenfalls an Formel (4) an, nur wird zur 
Quadratur des Integrals nicht ein Interpolationspolynom verwendet, sondern ein 
anderer Naherungsausdruck fiir den Integranden. So verwendet das Duffingsche 
Verfahren3,‘ die nach Hermite verallgemeinerte Taylorsche Formel, ein von W. Quade 


2 G. Duffing: Forsch. Arb. Ing. Wes. 224, 25—50 (1920). 
4. Pflanz: Z. angew. Math. u. Mech. 28, 167—172 (1948). 


5* 
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angegebenes Verfahren® trigonometrische Interpolationspolynome und ein von 
P. Brock und F. J. Murray® angegebenes Verfahren Exponentialausdriicke. Vor 
einiger Zeit hat W. Quade’,’ folgendes Prinzip zur Gewinnung von Formeln zur 
numerischen Integration von Differentialgleichungen angegeben: Es werden unter 
Beniitzung der Interpolationsformeln von Hermite Polynome konstruiert, die an 
bestimmten vorgegebenen Stellen dem Richtungsfeld der Differentialgleichung ange- 
paBt sind. Durch Zusatzforderungen, die diesen Polynomen auferlegt werden, 
erhalt man dann Beziehungen, die zur Konstruktion von Naherungsformeln ausgentitzt 
werden kénnen. Eine solche Zusatzforderung, die an Gedankengange der Appro- 
ximationstheorie ankniipft, besteht z. B. darin, da das durch Anwendung der Substi- 
tution « = cos ¢ entstehende trigonometrische Polynom in cos y# mit einer seiner 
Teilsummen iibereinstimmen soll. Dieser Gedanke wird in® weiterverfolgt und zur 
Gewinnung soleher Formeln ausgeniitzt. 

Zur Vereinfachung der Darstellung werden die folgenden Betrachtungen im allge- 
meinen zunichst an Hand der Differentialgleichung erster Ordnung (1) mit den 


-_— 


Anfangsbedingungen (2) durchgefiihrt werden. Es wird erst nachher an verschiedenen ~ 


Stellen auf den Falleines Systems von Differentialgleichungen erster Ordnung 


1 yi , = G 
Fe = Yi = file, Yr, -- +5 Yo) EE PUR (6) 


mit den Anfangsbedingungen 


Yi: (X5) = Yis OE ay ese (7) 


baw. auf den Fall einer Differentialgleichung n-ter Ordnung 


y) re i (2, Yy; he ONDE) yy) (8) 


mit den Anfangsbedingungen 
OL Ge ia a) a Oe ea ee (9) 


eingegangen werden. Erinnert sei an die Tatsache, da vom theoretischen Standpunkt 
aus kein wesentlicher Unterschied zwischen dem Fall (6) und dem Fall (8) besteht, 
da ja eme Differentialgleichung n-ter Ordnung immer auf ein System von Differential- 
gleichungen erster Ordnung zuriickgefiihrt werden kann. Auch die Umkehrung ist 
méglich. Im Hinblick auf die Anwendung numerischer Verfahren besteht jedoch ein 
wesentlicher Unterschied, da im allgemeinen die direkte numerische Lésung einer 
Differentialgleichung »-ter Ordnung dem indirekten Weg der Riickfiihrung auf ein 
System von Differentialgleichungen erster Ordnung vorzuziehen ist, dies in erster 
Linie aus dem Grund, weil dann die Genauigkeitsverhaltnisse — zumindest bei Durch- 
fiihrung einer kleinen Anzahl von Schritten — giinstigere sind. 

Die Lipschitz-Bedingung fiir das System (6) lautet 


Peas ys 2-5 Ya) f(y Yass 5 Yn) |< Dy Lely =H 
“Sel Ream an oe 
<L;2'|\y— %|<Ld'|y—¥| 
j=1 j=1 


* W. Quade: Z. angew. Math. u. Mech. 31, 237—238 (1951). 
§ P. Brock-F. J. Murray: MTAC 6, 63—78 (1952). 

W. Quade: Proc. Int. Congr. Amsterdam. II, 472 (1954). 
SW. Quade: Z. angew. Math. u. Mech. 37, 161—169 (1957). 
° S$. FuBnote 8. 
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und fiir die Differentialgleichung n-ter Ordnung (8) 
LF (2, Yas Yo’, ++, Ya) — Ff (a, Yrs Yr's «+, Ya") | 


n—1 n—1 (11) 
ay, Ly | yo — yx | < L D>; lye — yw |, 
wobei in (10) fie hiv 
i max Vip good Dag max DT; 
und in (11) : 
d Fen ti toy el Oe 
v 


zu nehmen ist. 


Im folgenden wird die exakte Lésungsfunktion durchgehend mit y (x) bezeichnet, 
wahrend fiir die Naiherungsfunktion die Bezeichnung 7 («) angewendet werden soll. 
Zur Abkirzung werden noch die Bezeichnungen 

Y (%:) = Yir 1 (%i) = Ni 
verwendet. Als Fehler eines Naherungsverfahrens bezeichnet man die Abweichungen 


é (x) = y (x) — 9 (2) (12) 
bzw. 
&j = Yi — Ne (13) 
Fir das System (6) gilt analog 
6 (%) = yi (x) — mi (2) (14) 
857 Ys NG 
mit 
Yi,j = Yi (%)) 
1,5 = Ni (%) 
und fiir die Differentialgleichung n-ter Ordnung (8) 
e™) (x) = y™ (x) — 4 (2) (15) 
Bi) = yj) — 9560 
mit 


yi = y™ (2%) 
BiH Mei), 


Aufgabe einer Fehlerabschitzung ist es, Schranken fiir den durch ein Naherungs- 
verfahren verursachten Fehler zu finden. Die meisten der bisher aufgestellten Fehler- 
abschatzungen beschranken sich auf die Abschatzung des sogenannten Verfahrens- 
fehlers, der durch die Anwendung des numerischen Naherungsverfahrens verursacht 
wird. Auf die anderen Fehlerquellen, die noch zu beriicksichtigen waren, wird spater 
eingegangen werden. 


Setzt man in die Differentialgleichung (1) eine Naherungslosung ein, so ergibt sich 

im allgemeinen eine Abweichung 
d(x) = 4 (a) — f(a, 9 (2); (16) 
die man als Richtungsfehler oder Defekt der Differentialgleichung bezeichnet. 


Fiir manche Fille der Praxis geniigt die Bestimmung des Richtungsfehlers vollstandig. 
Beim System (6) sind die Defekte oder Richtungsfehler durch 


ah) = nit — hi ig, Hee Hehe) ey ly 2, os v5 (17) 
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gegeben. Bei der Differentialgleichung n-ter Ordnung bezeichnet man den Defekt 
d (x) = 4” — f(x, 9 (x), n/ (ar), --. 9° (2)) (18) 
auch als Lokalen Fehler. 


Ill. Die Differenzenschemaverfahren 


Die Differenzenschemaverfahren setzen voraus, daB fiir eine gewisse Anzahl von 
Stellen, z. B. 2», %—pi1, -.-, %—1, % bereits Werte fiir die Lésung von (1) bekannt 
sind. Sodann wird das Interpolationspolynom der Ordnung p gebildet, das an den 
bezeichneten Stellen die Werte f (x,, y (z,)) annimmt. Bezeichnet man dieses Inter- 
polationspolynom mit y, (#), so gilt 


f(x, y (&)) = Yp (@) + Rois, (19) 
mit 
p 
Yp( 2). =>) Ves) Veter ye)s (20) 
Q=0 


wobei R,+; das Restglied der Interpolationsformel ist. Die Funktionen y, () sind fiir 
die verwendete Interpolationsformel charakteristisch. Die Ausdriicke 7? f (#,, y,) sind 
die durch 


°F (Yr) = V2 F(A, Yr) — V2 F (G1, Yrs) (21) 
definierten aufsteigenden Differenzen. 
Durch Einsetzen von (19) in (4) erhalt man die exakte Formel 


p 
Yrtr=Yr th Dd BoV2 F(a, yr) + Spo, (22) 


ya) 
wobei die Konstanten £, durch 


Ty ty 


Be=7| v0 (ade (23) 


Ly 


gegeben sind und ein fiir allemal berechnet werden kénnen. S,;; ist das Restglied, 
das durch Integration von R,;-; entsteht. Aus (22) erhalt man nun eine zur numerischen 
Integration geeignete Naherungsformel, wenn man das Restglied weglaBt und in den 
Differenzen auf der rechten Seite die exakten Lésungswerte durch die Naherungs- 
werte ersetzt 


b 
Hrei=nrth 2’ Bo Ve f (2,77). (24) 
Q=0 
Nimmt man z. B. als Interpolationspolynom (20) das Newtonsche Interpolations- 
polynom mit aufsteigenden Differenzen, so gilt 


ee : AG 
Ye =()) mit u = : (25) 
und 
Ry si=( 4 )herrpery, (26) 


wobei f‘’+» die (p + 1)-te Ableitung von f an einer Stelle des die Punkte x,_,, .. 
und a enthaltenden Intervalles ist. Es ergibt sich weiter 


[Oe en 


“> Xy 
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wiahrend fiir S)i1 die Abschatzung 


| Sova | See Boi | pra | max (28) 
gilt. Somit erhalt man mit 
pee =n + h(fr bSVirtavtte +50 frt+...] (29) 


eine Formel der numerischen Integration, die man als Adamssches Extrapola- 
tionsverfahren” bezeichnet. Von einem Extrapolationsverfahren spricht man, 
wenn das Integrationsintervall in (4) nicht im Inneren des durch die Stiitzstellen 
des Interpolationspolynoms gegebenen Intervalls liegt. Im anderen Falle spricht 
man von Interpolationsverfahren. Diese zeichnen sich durch wesentlich gréRere 
Genauigkeit aus, sind allerdings auch komplizierter in der Rechnung, da bei ihnen 
die rechte Seite von (24) den noch unbekannten Funktionswert y,.1, enthalt. In der 
Regel wird eine Auflésung nach diesem unbekannten Funktionswert nicht mdglich 
sein, weshalb man zunichst diesen Wert (oder besser noch die héchste Differenz) 
schatzen und dann mittels der Formel des Verfahrens iterativ verbessern mu. Zu 
den Interpolationsverfahren gehéren das Adamssche Interpolationsverfahren 
mit der Formel 


1 ] 1 
Nr+i=% +h (ae = Fa View PD Vo 24 7 frat = .) (30) 


und das Verfahren der zentralen Differenzen von L. Collatz und R. Zurmiithl™ 
mit der Formel 


fi 1 1 
Yr+1 = Tr 1 + h\2h, — 3 Wah pet ae 90 V* fr+2 +- eer PC .) . (31) 
Voraussetzung fiir die Anwendung eines Differenzenschemaverfahrens ist immer, 
daf bereits ein Anfangsstiick fiir die Argumente x, 2, ..., 2 bekannt ist. Dieses 


kann durch Benutzung eines anderen Naherungsverfahrens oder durch Verwendung 
der Taylor-Entwicklung gewonnen werden. Es konnen auch eigene Iterationsschemata, 
wie etwa in” angegeben, beniitzt werden. 

In einer Reihe von Arbeiten wurden Formeln fiir Differenzenschemaverfahren 
angegeben, die sich jeweils durch besondere Brauchbarkeit fiir bestimmte Zwecke 
auszeichnen. Es sei insbesondere, auBer den schon genannten Verdffentlichungen, 
auf13, 14, 15 hingewiesen. In!® wurde von L. Collatz eine allgemeine Theorie fiir das 
Differenzenschemaverfahren bei Differentialgleichungen n-ter Ordnung gegeben. 

Die Formeln fiir Differenzenschemaverfahren héherer Ordnung erhalt man, 
indem man in Formel (20) statt f (2, y) die Funktion f (2, y, y’, ..., yY-)) nimmt 
und das so entstehende Interpolationspolynom wiederholt integriert. Als Beispiel 
sei nur das Formelsystem fiir das Verfahren der zentralen Differenzen bei Differen- 
tialgleichungen zweiter Ordnung gegeben 


1 
Yr 1 = 2H — Yr + 1? (f, niga Fee see) 
: (32) 
ira = ei. a h(2 f+ cy VS a ae cab 


Ww F. Bashforth-J. C. Adams: An Attempt to test Theories of Capillarity Action. Cam- 
bridge. 1883. 

11 |), Collatz-R. Zurmithl: Z. angew. Math. u. Mech. 22, 42—55 (1942). 

12S. FuRnote 1, 8S. 66. 

1 OC. Stormer: Z. Astrophysik 1, 237—274 (1930). 

4 G Schulz: Z. angew. Math. u. Mech. 12, 44—59 (1932). 

15 E, Lindeléf: Acta Soc. Sci. fennicae. A 2, Nr. 13, 21S (1938). 

1 7, Collatz: Z. angew. Math. u. Mech. 29, 199—209 (1949). 
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Zu einer Fehlerabschatzung bei den Differenzenschemaverfahren kann man 
auf folzende Weise kommen: Man ersetzt zunachst in (22) die Differenzen A® f (2,, y,) 
nach (21) durch die Funktionswerte von f (#, y) an den Stellen a,_», ...2,, wodurch 


sich die Formel 
p 


Yr +1 = Yr = Dan, Lo: ee) Sp+1 (33) 
Q 


=1 
ergibt. Analog erhalt man aus (24) fiir die Naherungswerte 
Pp 
Nr+1= Ir th & te f (0s Wr) + (34) 
Dabei sind die a) wieder fiir das Naherungsverfahren charakteristische Konstanten. 
Sie lassen sich leicht aus den f, bestimmen. Durch Subtraktion der Formel (34) von (33) 
erhalt man mit (13) zunachst fiir den Fehler 


Dp 
Et = Yeti — M41 = [Yr — Hr) + [te (f (%—e, Yr—e) — f (a9, tre) | . (35) 
ae 
+8,41.=I14+0401 


Dabei stammt der durch I + IT gegebene Fehleranteil von den Fehlern an den vor- 
hergehenden Stellen, wahrend III durch das Weglassen des Restgliedes der Inter- 
polationsformel entsteht. Man spricht daher von Fortpflanzungsfehlern und von 
Integrationsfehlern. 
Unter Beriicksichtigung der Lipschitz-Bedingung (3) ergibt sich aus (35) die Ab- 
schatzung : 
Pp 


lér+1]s|ér| + D2 \ape| |e—e| + Sera: (36) 
e= 


wobei S,::1 durch (28) gegeben ist. 


Fir Differentialgleichungen mn-ter Ordnung lautet die entsprechende 
Rekursionsformel : 


P nl? : 
ene i]s = lave! : Lea ar | Sp +1,3 | 7 Oo a. 3 1. (37) 
yee) OS 


Dabei sind die Konstanten ad wieder durch das Naherungsverfahren gegeben und 
die «”) haben die in (15) erklirte Bedeutung. 

Mit Hilfe der Formel (36) ist es méglich, den Fehler von 7,1 an der Stelle x, +1 
abzuschatzen, wenn man den Fehler der Naiherungswerte an den Stellen z,_», ..., 2; 
kennt. Sind also die Fehler fiir das Anfangsstiick 2), x1, ..., %», bekannt, so kénnen 
nach dieser Formel rekursiv die Fehler fiir die nachfolgenden Stellen ermittelt werden. 
Die Bestimmung der Fehler fiir das Anfangsstiick richtet sich naturgema8 nach der 
zur Berechnung verwendeten Naherungsmethode. Zur Abschatzung von S,+, ist es 
notwendig, eine Schranke fiir die (p + 1)-te Ableitung der Funktion f zu kennen. 
Aus der Rekursionsformel fiir den Fehler 1a8t sich mit Hilfe der Theorie der linearen 
Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten bzw. mit Hilfe der Matrizen- 
theorie eine Formel zur direkten Abschatzung des Fehlers gewinnen. Bei den Inter- 
polationsverfahren verlauft die Fehlerabschitzung grundsitzlich genau so, allerdings 
sind gewisse Modifikationen notwendig. 

Die im vorstehenden in den Grundziigen wiedergegebene Methode zur Fehler- 
abschatzung wurde fiir Differentialgleichungen erster Ordnung von R. v. Mises!” 


7 R. v. Mises: Z. angew. Math. u. Mech. 10, 81—92 (1930). 
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angegeben, von G. Schulz}8 und” weiterentwickelt und von L. Collatz® auf Differen- 
tialgleichungen n-ter Ordnung erweitert. Neben den zitierten Arbeiten beschaftigt 
sich noch eine Reihe anderer mit diesem Problem. In dieser Hinsicht sei auf die aus- 
fiihrlichen Literaturangaben in ! verwiesen. Die Methode wurde hier natiirlich nur 
in ihren Grundziigen wiedergegeben. 

Die geschilderte Methode ist noch in mancher Hinsicht unbefriedigend. Zunichst 
wird nur der Verfahrensfehler erfaBt; nicht erfaBt werden jedoch andere Fehler- 
moglichkeiten, wie etwa Rundungsfehler. Weiters sind die Abschitzungen nur sehr 
grob, weil zur Abschatzung des Fortpflanzungsfehlers die Lipschitz-Bedingung in 
der Form (3) herangezogen wird, die sofort den Ubergang zu Absolutbetragen verlangt, 
so daf} bei einer sich iiber eine Reihe von Schritten erstreckenden Abschatzung die 
GroBenordnung des Fehlers betrachtlich verfalscht werden kann. 

L. Vietoris gibt in *! und % eine Methode an, mit deren Hilfe es moéglich ist, den 
bei Anwendung des Adamsschen Interpolationsverfahrens sich ergebenden Defekt 
fiir Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung oder fiir Differentialglei- 
chungen hdherer Ordnung zu bestimmen. Es werden auch Rundungsfehler beriick- 
sichtigt. Weiters hat H. Eltermann in * die Anwendung einer Form der Lipschitz- 
Bedingung vorgeschlagen, die eine genauere Abschatzung des Fehlers gestattet. Diese 
Gedankengange wurden von W. Uhlmann in ™ und * weiterverfolgt. Diese fiir 
Differentialgleichungssysteme erster Ordnung und fiir Differentialgleichungen héherer 
Ordnung anwendbare Fehlerabschitzung fiihrt unter Umstanden zu wesentlich besseren 
Ergebnissen. Das Prinzip sei wieder an Hand der Anfangswertaufgabe (1), (2) erlautert. 
Die fiir einen gewissen Bereich x, < x < xy ermittelten Naherungswerte 7; werden 
durch eine stetig differenzierbare Naherungslésung 7 (x) verbunden, auBerdem 
sei fiir diesen Bereich fiir den Defekt 


d(x) = x’ (x) — f (2, 9 (x)) (38) 
eine Schranke day mit 
|d (x)| < dy fir &, < 2% < ay (39) 


bekannt. Fiir den Fehler ¢ (x,,) sei eine Schranke H bekannt 


|e (%m)| =< #. (40) 

Nun wird anstatt der Lipschitz-Bedingung (3) der Lipschitz- Quotient 
__ f(x, n(n) — f(x, y (a) 7 
Oe) na) = 9 (2 i 


eingefiihrt, der im Bereich x, < « < xy stetig sei und der Abschatzung 
i Cae ae b (42) 


geniige. Diese Konstante L, die man anstatt der in (3) auftretenden Lipschitz-Kon- 
stanten beniitzt, kann nun auch negativ sein. Der Fehler « (x) geniigt der linearen 
Differentialgleichung 

6) (a), == (a), er(a). eid (a). (43) 


18S. FuBnote 14, 8. 71. 
G. Schulz: Z. angew. Math. u. Mech. 14, 224—234 (1934). 
20S. FuBnote 16, 8S. 71. 2) 
L. Vietoris: Sitzungsber. Ost. Akad. Wiss. Wien, Ila, 162, 157—167 (1953). 
2 J, Vietoris: Sitzungsber. Ost. Akad. Wiss. Wien, Ila, 162, 293—299 (1953). 
23 H. Eltermann: Vortrag in Braunschweig, 20. 1. 1951, wiedergeg, in 1, 108—109. 
24 W. Uhlmann: Z. angew. Math. u. Mech. 87, 88—99 (1957). 
2 W. Uhlmann: Z. angew. Math. u. Mech. 87, 99—111 (1957). 
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Unter Verwendung der Abschatzungen (39), (42) lat sich nun zeigen, daB die durch 
die lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten 


Bae) eI ee Oa (44) 
mit der Anfangsbedingung 
H (2m) =) (45) 


gegebene Funktion # (x) im Bereich x, < # < xy eine Schranke fiir den Fehler « (2) 
gibt 

le («)| < E (2). (46) 
Aus (44) und (45) ergibt sich fiir H# (x): 


B(x) = (B+ 4) et aw — (47) 


Voraussetzung zur Anwendung dieser Formel ist aufier der Kenntnis der Konstanten L, 
da Abschatzungen fiir den Defekt vorliegen. Dazu kann man entweder die von 
L. Vietoris fiir das Adamssche Interpolationsverfahren angegebene Schranke oder 
die von W. Uhlmann fiir dieses Verfahren und fiir das Verfahren der zentralen 
Differenzen angegebenen Schranken beniitzen. 

Fiir Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung werden die 
Lipschitz-Quotienten durch 


(laps AP aleanO) ea ee DA direc VL) A PEGA bn cc DG); Hk-+1(L),+-.5 nt@ 
ee files Yaa) Yk—1(2), Nk (x) Nn (a1) le Y1(x) Yk (XL), k+1 (x) Mn \@)) (48) 
nk (x) — Yk (x) 


definiert. Diese werden wieder als stetig vorausgesetzt und sollen der Abschatzung 
lin < Liz (x) eas | Liz (x) | IM == a { | Lik | ; | Lx | \ (49) 


geniigen. Dann lautet die der Formel (43) analoge Beziehung 


ei’ (a) =D Lu (x) ex(2) +di(a), = 1,2, ...50 (50) 
k=1 
und die durch das lineare Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten 
ue 
Hy (x) =e S Ky Ey (x) + Lj; H; (x) + dim (51) 
ie il 
ki 


und. |¢(%)|< H; 
definierten Funktionen #; (x) sind nun wieder Schranken fiir die Fehler ¢; (x) 
hei) ee San), (52) 
Die d;,,4 sind wieder Schranken fiir die in (17) definierten Defekte 
La (Oe) ices ee Naat ese, Ses (53) 


Aus (51) erkennt man, daf in dieser Abschatzung die Schranken fiir die Lipschitz- 
Quotienten L;,;(%) dem Vorzeichen nach beriicksichtigt werden, wahrend dies fiir 
die anderen (7 + &) nicht der Fall ist. Durch Anwendung linearer Transformationen 
lassen sich unter Umstanden noch weitere Verbesserungen erzielen. 

Im Falle einer Differentialgleichung n-ter Ordnung definiert man die Lip- 
schitz-Quotienten sinngemaB | 


L; (x) we f(x,y (x), y’ (#), 26, YF—D( a), VO (x),...,9("—1)(a)) — f(x, y(x),...,yO(x), +1) (a), ...,@(a)) 
ar mn) (a) — y) (a) 


(54) 
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Es gelte die Abschatzung 


les Ja (2) Ly” | Ls (a)| 2K, = max {| |, | L, i} (55) 
Fiir die Fehler e“ (x) gilt die Gleichung 
s—1 
é) (a) =a Ty, (x) & (x) + d(x), S—= 0,1, a, 7 (56) 
7=0 
und aus 
pe 
B® (2) = 2) K, B® (x) + L,-y ES) (x) + du; (57) 
=0 
mit #(2_) = E© 
und |e (a,)|< BO 
kann man wieder mit 
|e (x)| < B® (a) (58) 


Schranken fiir die Fehler ¢) (x) gewinnen. dy, ist wieder eine Schranke fiir den Defekt. 
Die Formeln (57) enthalten wieder die Glieder mit L,_;, die die Schranken fiir die 
Lipschitz-Quotienten dem Vorzeichen nach beriicksichtigen. _ 

Es wird also durch die Methode erreicht, daB die Abschatzung des Fehlers wesentlich 
besser die GréRenordnung wiedergibt, weil die Lipschitz-Quotienten — zumindest 
zum Teil — auch dem Vorzeichen nach beriicksichtigt werden. 


IV. Verfahren vom Typ des Runge-Kutta-Verfahrens 


Das Prinzip des Runge-Kutta-Verfahrens, das in Abschnitt 2 schon angedeutet 
wurde, soll nun etwas naiher am Fall der Differentialgleichung erster Ord- 
nung (1), (2) erklart werden. Der Funktionswert der exakten Lésung an der Stelle z,, 
sei y,, und es sei an der Stelle z,,,1, ein Naherungswert 7,,.1 fiir y,+1 zu berechnen. 
Um nun das zur Gewinnung hoéherer Taylor-Glieder in (5) notwendige Differentieren 
der Funktion f (x, y) zu vermeiden, berechnet man fiir eine bestimmte Anzahl 
von Zwischenstellen 


emi = Um + 07 F. On Omesnl Hai (8 BERR Aa et (59) 


zunachst Grobwerte mm, ; mit 
1 


= 
Yn. = Ym + hm Qi * iene iD (60) 
— 
und daraus die zugehérigen Funktionswerte 
e&e a f (om is Ym, ae (61) 


Der endgiiltige Naherungswert 7,1 wird dann durch Anbringen einer Korrektur, 
des Mittels AK mit 


K = h . > Vi s Poe (62) 
i= 0 
ermittelt 
Ym+1 = Ym +5 KK. (63) 


Die Konstanten a; und y; werden nun so bestimmt, da die Taylor-Entwicklung 
von (63) mit der Taylor-Entwicklung (5) bis zu Gliedern méglichst hoher Ordnung 
iibereinstimmt. Die sehr langwierige Rechnung kann hier nicht wiedergegeben werden. 
Besonders eingebiirgert haben sich die von W. Kutta** angegebenen Formeln, bei 
denen ein Abgleich der Taylor-Glieder bis zur Ordnung 4‘ einschlieBlich erzielt wird. 


26 W. Kutta: Z. Math. Phys. 46, 485—453 (1901). 
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Es ist dort 
k= 8,60 = 0, ==> = 1 (64) 
gewahlt und die Formeln fiir die Errechnung der Zwischenwerte lauten 
tmn.o = Lim Nm,0 = Ym fn,o = f (Lm, 03 7m) 
Lm. = m+ + Mma = Ym Fino fn =F (%n,415 Mm) is 
Ve t= Lgl = Nm,2 = Ym + ae 1 {m2 =f (Xm,2, Qm,2) 
Gms =In+h — tns=Ym+hfne fms = (%m,s, Nm,3) 
und als Formel fiir das Mittel wird verwendet, 
K = (tno + 2 fma + 2fm2+ fms): (66) 


Der Grundgedanke dieses Verfahrens stammt von C. Runge?’. Der Ansatz wurde 
von K. Heun® und W. Kutta” weiter ausgefiihrt. EK. J. Nystrém erweiterte* 
den Ansatz auf Differentialgleichungen zweiter Ordnung und Systeme von solchen. 
R. Zurmiihl gab in*! zunachst die Formeln fiir Differentialgleichungen dritter 
Ordnung und schlieBlich fiir Differentialgleichungen n-ter Ordnung*®. Die 
von R. Zurmiihl angegebenen Formeln stellen eine direkte Verallgemeinerung der For- 
meln (64), (65) und (66) dar. Wenn man wieder annimmt, dal} die Naherungsrechnung 
fiir das Anfangswertproblem (8), (9) einer Differentialgleichung n-ter Ordnung bereits 
bis zur Stelle x, gediehen sei, so ergibt sich zunadchst zur Errechnung der Grobwerte 
der Formelsatz 


n—1 ) 
() hs ho-i (c) hn-j ) — 0, ie one inte de i 
Ym,1 = 2 sie — («—9)! Hm + PI wo pt ime 
Oeste ya ec ee —s h 
Ym,2 = Ym,1 §:= OF 8 55:9. 25 Nn.2) = Nw ) a fon (67) 
( "N71 he-i hn 
pines ae () Me 
URGE ace (« — j)! jm + (n j)! fm.2 jp Ne Ts sn—l1 
mit 
I 
Xm, 0 = Xo, Lm,1 = Ln,2 = Xm ++ = > Um,3 = Lm + h 
und 


tink = f (awe Ym, is pe see, Vm, “iret, 8 


Dabei ist jetzt bereits beriicksichtigt (im Gegensatz zu den Formeln bei Differential- 
gleichungen erster Ordnung), da an der Stelle x,, (mit Ausnahme von m — 0) ebenfalls 
nur Naherungswerte zur Verfiigung stehen, weshalb y,,{) durch 1,() ersetzt wurde. 

Die Mittel K,/ fiir die Ableitungen der Ordnung j werden nach den Formeln 


3 
Kir =) 58 fi i=x Once weresmpeal (68) 
1=0 


Runge: Math. Annalen 46, 167—178 (1895). 

. Heun: Z. Math. u. Phys. 45, 23—38 (1900). 

. FuBnote 26, S. 75. 

. J. Nystrom: Acta Soc. Sei. fennicae 50, Nr. 13, 8. 55 (1925). 
. Zurmthl: Z. angew. Math. u. Mech. 20, 104—116 1940). 


( 
. Zurmiuhl: Z. angew. Math. u. Mech. 28, 173—182 (1948). 
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berechnet, wobei fiir die Konstanten yji Za setzen ist 


ne Lh (e = i? 
Yio? es) (n —j + 1) (n — 7 +2) 


vit = "Via = (24) = Ole ia tt (69) 


\ 


AP eo ; 
m—j+1)(n—7+4 2) i 
OI AN AS 
Vi8 Ce) (n—9 +1) (n —7 4+ 2)° 


Dann konnen die endgiiltigen Naherungswerte fiir die Stelle «,,..; nach der Formel 


( i ho-i ; pe 
= 2 gage + Kaan ae 
berechnet werden. Der Formelsatz von Zurmiihl liefert einen Abgleich der Taylor- 
Glieder bis zur Ordnung h+2-/ fiir 7 = 0, 1, ..., n —2 und fh fiir j = n — 1. Fir 
Systeme von Differentialgleichungen kénnen die Formeln unmittelbar iiber- 
nommen werden, wobei die Grobwerte an den einzelnen Stellen fiir alle Veranderlichen 
jeweils gleichzeitig zu berechnen sind, da sie zur Errechnung der Funktionswerte 
der Funktionen f gebraucht werden. 

Der in den Formeln (59) bis (63) erlauterte Ansatz laBt sich noch allgemeiner 
gestalten (man vergleiche dazu**). Dieser allgemeinere Ansatz wurde von J. Albrecht*4 
und * genauer untersucht. Es lassen sich auf diese Weise noch Formeln mit wesentlich 
erdBerer Genauigkeit finden. 

Fordert man, dai die Zwischenstellen fiir die Grobwerte aquidistant liegen und 
die Grobwerte ebenfalls méglichst gute Naherungen sind, so gelangt man zum Ver- 
fahren von Blaess, das dieser in * fiir Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
angegeben hat. Von R. Zurmiihl wurde dieses Verfahren?’ naiher untersucht. In * 
wurde der Blaess’sche Ansatz durch Hinzunahme eines einfachen Korrekturgliedes 
verbessert und das Verfahren auf Differentialgleichungen n-ter Ordnung ausgedehnt. 
Die Formeln des Verfahrens von Blaess geben einen Taylor-Abgleich bis zu Gliedern 
der Ordnung h"+1~—/ fiir 7 = 0, 1, ..., ~ — 1 beim urspriinglichen Blaess’schen Ansatz 
und bis zu Gliedern der Ordnung h”+?~/ beim verbesserten Ansatz. 

Fiir das Runge-Kutta-Verfahren wurde erstmalig von L. Bieberbach in * eine 
Fehlerabschatzung (ohne Beriicksichtigung der Fehlerfortpflanzung) fiir Differential- 
gleichungen erster Ordnung gegeben. C. Runge hatte’? eine Moglichkeit der Beriick- 
sichtigung der Fehlerfortpflanzung angegeben. L. Bieberbach hat in *! seine Betrach- 
tungen auf Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung und auf Differential- 
gleichungen héherer Ordnung ausgedehnt, die durch Riickfiihrung auf ein solches 
System gelést werden, ausgedehnt. Fiir Differentialgleichungen n-ter Ordnung, die 
direkt nach dem von R. Zurmiihl angegebenen Formelsatz gelost werden, wurde in ” 
eine Fehlerabschatzung gegeben, die auch den Fortpflanzungsfehler beriicksichtigt. 
O. Vejvoda hat in * fiir Systeme von Differentialgleichungen genauere Abschatzungen 
des Integrationsfehlers unter Beriicksichtigung der Fehlerfortpflanzung gegeben. 


33 
34 
35 


S. FuBnote 1, 8. 66. 
J. Albrecht: Diss. Hannover. 1954. 
J. Albrecht: Z. angew. Math. u. Mech. 35, 100—110 (1955). 
36 V. Blaess: Z. Ver. dtsch. Ing. 81, 587—596 (1937). 
87 §. FuBnote 31, S. 76. 
38 E. Bukovics: Ost. Ing.-Arch. 4, 338—349 (1950). 
39 T,, Bieberbach: Differentialgleichungen. 3. Aufl., S.54. Berlin: Springer-Verlag. 1930. 
40 ©. Runge: Nachr. Ges. Wiss. Gottingen, Math.-Phys. Klasse, 252—257 (1905). 
41 7,, Bieberbach: Z. angew. Math. u. Phys. 2, 233—248 (1951). 
42 EB. Bukovics: Mh. Math. 57, 333—350 (1953); 58, 258—265 (1954). 
43 QO. Vejvoda: Aplicaca Matematiky 2, 1—23 (1957). 
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W. Gautschi hat in “ eine Abschatzung des Integrationsfehlers fiir Differential- 
gleichungen n-ter Ordnung nach dem Formelsatz von Zurmiihl — unter anderen 
Voraussetzungen als in  — gegeben. 

Das Prinzip der Fehlerabschatzung sei — man vegleiche dazu ** — an Hand 
der Differentialgleichung erster Ordnung (1), (2) erklart. Die Entwicklungen 
nehmen dabei aber gleich auf den allgemeinen Fall der Differentialgleichung n-ter 
Ordnung Riicksicht, so da8 manches etwas komplizierter — als fiir den Fall n = 1 
notig — formuliert werden muB. 

Nach (62) und (63) gilt, wenn man y,, durch 7, ersetzt, fiir den Naherungswert 


a 
nti hn +h = Vi lenois (71) 


Fiir den exakten Wert hingegen gilt 
Ym+1 = Yn = A ae B, (72) 


wobei A Glieder in der Taylorentwicklung von y,,+1 sind, die beim Vergleich wegfallen, 
wahrend B das durch 
h® 
Beis (73) 
gegebene Restglied ist, wobei fj) die vierte Ableitung von f, genommen an einer 
Stelle des Intervalls (@m, %»4+1) ist. Nach geeigheter Erweiterung erhalt man aus (13), 
(71) und (72) 
’ | y" rs \ 
eS POU Sem (in ee a {Ym — Ming sit | ae Chie a foi, 2) | 
(74) 


Sovak 
+4 +B yifusf= T+ TL + TD. 
i=0 
Dabei bedeuten die f,,; die tatsichlich auf Grund der Naherungswerte 7,, und der 


A 
sich daraus ergebenden Grobwerte errechneten Funktionswerte von f, wahrend die fm, ; 
die Funktionswerte sind, die sich bei Verwendung der exakten Werte y» zur Berech- 
nung der Grobwerte ergeben hatten. 

Die Abweichungen I und IT rithren von der Fehlerfortpflanzung her, wahrend III 
sich durch den Ersatz der Taylor-Reihe durch das Mittel ergibt (Integrationsfehler). 
Zunachst gilt 


I= & (75) 
und fiir IT ergibt sich 
3 
JIL] < Koh > 2 y6| lemil, (76) 
i=0 


wenn man die Lipschitz-Bedingung (3) anwendet und mit Em,i die Abweichungen 
zwischen den auf Grund der exakten Werte y,, und der Naherungswerte 7”, berech- 
neten Grobwerte bezeichnet. Es laBt sich nun zeigen, daB (76) durch 


3 
[TI] = K AB len) mit p= 2\yi|a (77) 


“4 W. Gautschi: Z. angew. Math. u. Phys. 6, 456—461 (1955). 
45 8. FuBnote 42, 8. 77. 
46 §. FuBnote 42, S. 77. 
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abgeschatzt werden kann, wobei 


Ag sol; m=a(Z, K),@=a+ 5 hK(a—1), w=a(h, K) (78) 
mit 
"Nt he yi ie 
WEES) Tae pat RA ret, (79) 


zu setzen ist. Und zwar ist hier » = 1 zu nehmen. 
Fiir den Integrationsfehler ITI ergibt sich 


WI | < So, Mah = J*, (80) 
wobei M, eine Schranke fiir an vierte vollstandige Ableitung von f und fiir die vierten 


Ableitungen der Funktionen Hn ist. 
Insgesamt ergibt sich die Rekursionsformel 


emt] <(1 + KBB) en| + J* | (81) 


fiir den Fehler, aus der sich leicht die folgende Formel zur direkten Abschatzung 
des Fehlers nach m Schritten tenis 1aBt 


emkh — ] 49 


ow 1. at 
Jem SG saa Mah <7 * agg9 Mah’, (82) 

mit 
OTA KI A (KE + aK Eo (KAY. (83) 


Im Falle der Differentialgleichung n-ter Ordnung tritt an Stelle der 
Rekursionsformel (81) das System 


n—1 
enti | S63,» | em + I ETA pee ae (84) 
v= 


wobeli 


ao 
6 y Se EER (85) 


(B94 n 
und 


B= (02s) ape wap — P+ 2M — Her + a2) + |2— m+ jlo] (86) 


gilt und der Integrationsfehler durch 
Daa aa ae a SEs ot ene 
| 12: (n—G+ 3)! ES 
df= (87) 
M,h? j=n— 1 


lass 2880 


gegeben ist. 

Die Abschatzung des Fehlers fiir das Verfahren von Blaess (einschlieBlich des 
Fortpflanzungsfehlers) findet sich in **. Die dort zur Erleichterung der Rechnung 
beigegebenen Tabellen kénnen auch — zumindest naherungsweise — zur Ermittlung 
der GréBen f; in (86) herangezogen werden. 


4a —E. Bukovics: Mh. Math. 57, 217—245 (1953); 58, 258—265 (1954). 
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Die besondere Schwierigkeit der Fehlerabschatzung beim Runge-Kutta-Verfahren 
und in gleicher Weise auch beim Verfahren von Blaess besteht darin, dab zunichst 
die Grobwerte abgeschitzt werden miissen. Dazu ist die in (74) enthaltene Erweiterung 
notwendig, um die GréBenordnung des Fehlers richtig wiederzugeben. Das fithrt aber 
bei der Abschatzung des Integrationsfehlers dazu, daB man entweder eine obere 
Schranke fiir die dritte bzw. vierte vollstindige Ableitung von f, aber auch fiir die 
entsprechenden Ableitungen der f,,; verwenden mu8, oder zu wesentlich kompli- 
zierteren Ausdriicken fiir die Fehler kommt. Weiters diirfte hier — soweit sich das zur 
Zeit beurteilen lat — die Anwendung einer gemilderten Lipschitz-Bedingung, ahnlich 
wie dies beim Differenzenschemaverfahren geschehen ist, auf erheblich grdfere 
Schwierigkeiten stoBen, da es nicht ohne weiteres méglich ist, die an diskreten Stellen 
gewonnenen Niherungswerte zu einer Naherungslésung zusammenzufiigen, die den 
zu fordernden Voraussetzungen geniigt. 

Bemerkt sei noch, da8 man auch beim Fall der Differentialgleichung n-ter Ordnung 
aus dem Rekursionsformelsystem (84) eine Formel zur direkten Abschatzung des 
Fehlers finden kann. 


V. Verwendbarkeit der Verfahren. SchluBbemerkungen 


Zur Beurteilung der praktischen Brauchbarkeit der Verfahren miissen verschiedene 
Gesichtspunkte beachtet werden. Geht man zunichst von der Handlichkeit der 
Formeln, der Fliissigkeit des Prozesses und der erzielbaren Genauigkeit 
aus, so ist zu sagen, daf im allgemeinen die Differenzenschemaverfahren — und bei 
diesen die Interpolationsverfahren — vorzuziehen sein werden. Erweist sich jedoch 
ein Wechsel der Schrittweite als notwendig, so ist dieser beim Runge-Kutta-Verfahren 
leichter durchzufiihren. AuBerdem ist dieses Verfahren natiirlich auch zur Ermittlung 
des Anfangsstiickes bei Anwendung eines Differenzenschemaverfahrens von Bedeutung. 
H. Rutishauser berichtet in * tiber Untersuchungen, die bei Differentialgleichungen 
mit konstanten Koeffizienten durchgefiihrt wurden. Die neben den analytischen 
Untersuchungen durchgefiihrten numerischen Rechnungen wurden auf der programm- 
gesteuerten Rechenmaschine Z 4 der Eidgen. Techn. Hochschule Ziirich durchgefiihrt. 
Dabei wurde festgestellt, dai die durch direkte Lésung einer Differentialgleichung 
n-ter Ordnung erzielbare Genauigkeitssteigerung sich nur bei den ersten Schritten 
auswirkt, jedoch die Ordnung des tiber eine groBe Zahl von Schritten angewendeten 
Runge-Kutta-Verfahrens auch fiir Differentialgleichungen héherer Ordnung nur h! ist. 
Dies ist iibrigens auch aus der Rekursionsformel (84) zu erkennen, da dort auch bei 
allen Fehlern die Ableitung der Ordnung (n — 1) auftritt und daher deren Ordnung h4 
den Ausschlag gibt. Ebenso zeigte es sich, daB bei den Differenzenschemaverfahren 
die Zahl der mitgefiihrten Differenzen und nicht die Ordnung der Differentialgleichung 
bei der Genauigkeitsordnung letzten Endes den Ausschlag gibt. 

Zur Beurteilung eines Verfahrens ist auch noch ein anderer Gesichtspunkt — die 
Frage der Stabilitat — mafgebend, auf den L. Collatz und R. Zurmiihl im Falle 
des Verfahrens der zentralen Differenzen*® und J. Todd*® hingewiesen haben. H. Rutis- 
hauser hat in * fiir diese Erscheinung eine Naherungstheorie aufgestellt. Es handelt 
sich dabei um folgendes: Durch die Differentialgleichung und das verwendete Nahe- 
rungsverfahren wird eine Differenzengleichung induziert, die — hervorgerufen durch 
unvermeidliche Rundungsfehler — fremde Liésungen einschleppen kann, die zu starken 


*“ H. Rutishauser: Z. angew. Math. u. Phys. 6, 497—498 (1955). 
488. FuBnote #, 8. 71. 

49 J. Todd: MTAC 4, 39—44 (1950). 

°° H. Rutishauser: Z. angew. Math. u. Phys. 8, 65—74 (1952). 


Prinzipien bei der numerischen Losung von Anfangswertaufgaben 8] 


Abweichungen vom exakten Wert fithren kénnen. Es zeigt sich, daB beim Runge- 
Kutta-Verfahren und auch beim Adamsschen Inter- und Extrapolationsverfahren 
bei geniigend kleiner Schrittweite keine Instabilitat zu befiirchten ist, wahrend beim 
Verfahren der zentralen Differenzen sogenannte Aufrauhungserscheinungen auftreten 
konnen. Die gefaihrlichen Gebiete bei diesem Verfahren hat L. Collatz in 
bestimmt. 

Gerade der Gesichtspunkt der Stabilitat ist bei der Verwendung programmgesteuerter 
Rechenmaschinen von besonderer Bedeutung. Denn hier wird die Rechnung oft bei 
kleiner Schrittweite tiber eine groBe Zahl von Schritten gefiihrt. Es mu hier besonders 
darauf gesehen werden, daf} das Naherungsverfahren stabil ist. Uber die im Zusam- 
menhang mit der Verwendung von programmgesteuerten Rechenmaschinen auf- 
tretenden Fragen hat z. B. J. Heinhold in * und ® berichtet. Hier wird auch besonders 
darauf hingewiesen, dais gerade in diesem Zusammenhang die Frage einer kompletten 
Fehlerabschatzung besonders wichtig ist, die neben dem im vorhergehenden fast 
ausschlieBlich behandelten Verfahrensfehler auch noch die anderen Fehlerméglichkeiten, 
namlich den Fehler in den Ausgangsdaten und besonders die durch das notwendige 
Aufrunden bewirkten Rundungsfehler beriicksichtigt. Solche Fehler spielen bei den 
sogenannten selbstkorrigierenden Verfahren, zu denen alle Iterationsverfahren 
gehoéren, keine Rolle, wohl aber bei einfachen Verfahren, die mit sehr kleiner Schritt- 
weite arbeiten, wie sie bei der Anwendung programmgesteuerter Rechenmaschinen 
bevorzugt werden. (Man vergleiche dazu auch *.) 

Die traditionellen Methoden der Fehlerabschaitzung haben den grofen Nachteil, 
dafi sie wohl die Fehlerschranken exakt angeben, jedoch in der Regel die GréBen- 
ordnung des Fehlers nicht richtig erfassen und andererseits sehr miihsame und zeit- 
raubende Rechnungen erfordern. Aus diesem Grunde wurde in den letzten Jahren 
versucht, durch Anwendung der Methoden der Mathematischen Statistik eine grund- 
legend neue Art der Fehlerabschatzung zu ermdglichen, die man als Stochastische 
Fehlerabschatzung bezeichnen kann. Bei dieser Art der Fehlerbetrachtung wird 
nicht mehr die Gesamtheit der zu betrachtenden Funktionen und GrodBen durch starre 
einschrankende Bedingungen in einen zulassigen und einen unzulassigen Teil zerlegt, 
wodurch die Menge der fiir den Fehler in Betracht kommenden Grofen ebenfalls in 
einen méglichen und einen unmdglichen Teil zerfallen, sondern es werden die im 
Verfahren auftretenden Funktionen als zufallige Funktionen betrachtet, so daB fiir 
jedes Argument alle moglichen Funktionswerte, jedoch mit vorgegebener Wahrschein- 
lichkeit auftreten kénnen. Es sind dann exakte Lésung sowie Naherungslésung und 
damit der Fehler ebenfalls zufallige Groen. Unter gewissen Voraussetzungen tiber 
die zugrunde gelegten Verteilungen kénnen nun Eigenschaften der Verteilung des 
Fehlers, wie Mittelwert und Streuung ermittelt werden, wodurch ein Vergleich ver- 
schiedener Verfahren ermoéglicht wird. Diese Betrachtungen lassen sich auch auf die 
Bestimmung des Fehlers in den Ausgangsdaten und des Rundungsfehlers anwenden. 
Fiir einige Verfahren wurden diese Untersuchungen von Ch. Blanc® und von diesem 
gemeinsam mit W. Liniger®® bereits durchgefiihrt. 

Es konnte hier nur ein kleiner Einblick in die bei der numerischen Losung von 
Differentialgleichungen auftretenden Fragestellungen gegeben werden, und zwar nur 
auf dem eng umgrenzten Gebiet der Anfangswertaufgaben bei gewohnlichen Differen- 


51 T,. Collatz: Z. angew. Math. u. Phys. 4, 153—154 (1953). 

52 J, Heinhold: Mitt. Math.-Labor 1, Heft 7, S. 1—9 (1954). 

53 J. Heinhold: MTW-Mitt. 3, 205—218 (1956). 

54 FT. A. Rademacher: Annals Cambridge, Mass., 176—187 (1948). 

55 Ch. Blane: Arch. d. Math. 5, 301—308 (1954). 

56 Ch. Blane-W. Liniger: Z. angew. Math. u. Mech. 35, 121—130 (1955). 
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tialgleichungen. Es konnte nicht auf Randwertaufgaben und auf partielle Differential- 
gleichungen eingegangen werden. Es sei nur erwihnt, da auch bei diesen Aufgaben- 
gruppen die erwihnten Verfahren eine Rolle spielen, zu diesen jedoch auch mannigfache 
andere hinzutreten. Eine umfassende Information und einen ins einzelne gehenden 
Uberblick in alle diese Fragestellungen geben, wie schon erwahnt, die Darstellungen®” 
ting: --, (Eingegangen am 20. Mai 1958) 


Zusatz bei der Korrektur: Wahrend der Drucklegung dieser Veréffentlichung sind dem 
Verfasser noch zwei Veroffentlichungen bekannt geworden, die wichtige Beitrage zum ange- 
schnittenen Fragenkreis behandeln: K. H. Bachmann hat in seiner Dissertation (Dresden 1958), 
die eine Ubertragung des Runge-Kutta-Verfahrens auf partielle Differentialgleichungen erster 
Ordnung enthilt, eine Fehlerabschitzung fiir dieses Verfahren angegeben, die auf Gedanken- 
giingen von P. Mathieu beim Differenzenschemaverfahren fubt. W. Liniger hat in seiner 
Dissertation (Lausanne 1957) die Frage der Stabilitit numerischer Naherungsverfahren unter- 
sucht und insbesondere die hier noch in den Anfangen stehenden Begriffsbildungen einer 
genauen Untersuchung unterzogen. 


5? S§. FuBnote 1, 8. 66. 
58S. FuBnote 2, S. 66. 


Uber Eigenwertscharen 
Von F. Buekens, Univ. Lowen 
Mit 2 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Sehr allgemein wird eine lineare homogene selbstadjungierte Differential- 
gleichung betrachtet, welche mit gegebenen Randbedingungen von einer Variablen abhangt, und die 
auch linear mehrere Parametern /; enthalt (¢ = 1, ...., 7). Bekanntlich existieren Eigenlésungen 
solcher Differentialgleichungen nur, wenn charakteristische Beziehungen zwischen diesen Para- 
metern entstehen. Diese ,,Eigenwertscharen‘‘ bilden in dem /A-Raum charakteristische Flachen, 
deren Eigenschaften berticksichtigt werden. Diese Eigenschaften konnen beniitzt werden zur 
genaherten Eigenwertberechnung. Der Grenzfall 7 = co (Hilbertscher Raum), fiihrt zu dem Begriff 
der charakteristischen Formen, welche nun durch unendlichen Eigenwertscharen dargestellt 
sind. Zum Schluf’ werden einige einfache Beispiele besprochen. 


Ks seien: M [y], N, [y] (e = 1, 2,...7), gewohnliche, lineare homogene Differential- 
ausdriicke, die die 7 Eigenwertprobleme 


Mlyj= 4A N, Ty] (0 = 1, 2, =...) (1) 


bilden. Die Randbedingungen seien U,, [y] = 0, (u = 1, 2,... 2m); wo 2m die Ord- 
nung der Differentialgleichungen ist, hier mit M bezeichnet; der folgenden Arbeit legen 
wir die Bezeichnungen von Collatz! zugrunde. Fiir alle Teilprobleme (1) seien die 
Selbstadjungiertheit 


c (uM [v] — vM [u]) dx = 0 (fe (uN, [vo] — N, [w]) de = 0 (la) 
und die Volldefinitheitsforderungen 
ly, uM [ujdx>0 if uN, [ujdx>0 (1b) 
erfillt. Dann gilt fiir jede positive Kigenwertschar (A, A®@), ..., A) des zusammen- 
gesetzten Problems 
M v=» A® N, [y] (2) 


* L. Collatz: Eigenwertautgaben mit technischen Anwendungen. Geest u. Portig, 1949. 
(Die Bezeichnungen dieses Buches werden hier benutzt.) 
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die bekannte Ungleichung: 


PAD {TP >I (3) 
o=1 
mit A{) als jeweils kleinstem Kigenwert zu (1). Die gewohnliche Theorie der Eigenwerte 
lehrt, da zwischen den Parametern A‘) charakteristische Beziehungen bestehen 
miissen, damit (2) von Null verschiedene Lésungen besitzt. 


I. Erweiterung eines Templeschen Beweises der verallgemeinerten Formel 
von Dunkerley. 


Formel (3) wurde von Temple (vgl. 2) im Falle der speziellen Eingliedklasse 
N, ly] = 9 (s)- y bewiesen. Sie l48t sich als unmittelbare Aussage der Dunkerley- 
schen Formel (vgl. *) auf den allgemeinen Fall iibertragen. Man beniitzt fiir jedes 


Teilsystem die Minimaleigenschaften der Rayleighschen Quotienten 
b 
AY < te uM [u] dx | {_ uN, [uldx 


und setzt als Vergleichsfunktion w die zu den (A, A®, ..., A) gehérenden Eigen- 
funktion @® (x) ein 


1/4 =[ ON, [O] de: [’ ou [0] de 


Multiplikation mit A® > 0 und Summation iiber ¢ liefert, nach (2), 


YA /1® = [,@ ¥ 4 N, [®]dx| |? > M ae ee 
e=1 id O=—t - a 

Im Spezialfall A® = A® =... = AM > 0 stimmt (3) mit der bekannten Dunker- 
leyschen Formel iiberein. Ungleichung (3) gilt fiir jede Eigenwertschar (A, A®, ..., 
A), Fiir jedes Bezugssystem f, (AM, ..., AM) = 0, (v = 1, 2, ..., r — 1), k6nnte 
man die fundamentale Schar durch die Bedingung kennzeichnen, >) (A /2@) zu 
minimisieren. Durch Energiebetrachtungen bewies Massonnet (vgl. 4) die Unglei- 
chung (3) fiir mechanische Systeme und wandte sie an, um Beziehungen zwischen 
Eigenfrequenzen und du eren (,,axialen‘‘) Kraften aufzustellen. 


Diese Ungleichung verallgemeinert sich, indem man in Gl. (2) das Summenzeichen 
durch ein Integralzeichen ersetzt: 


M[y]=-, 46) N [s: ylds. (4) 
Beriicksichtigt man die ,,Teilgleichung“ 
M [y] = 4(8) N [s; y] (5) 


mit den Randbedingungen der Gl. (4), U, [y] = 0, wobei dieselben Forderungen wie 
unter (1, 1a, 1b) im ganzen Gebiet s’< s < 8” erfiillt sind, so ergibt sich 


[,4@/A@ldse1 (6) 


2 G. Temple: The computation of characteristic numbers and characteristic functions. Proc. 
London Math. Soc. II, 8-29, p. 268 (1929). 

3 §. FuBnote 1, 8. 387. 

4 O, Massonnet: Les relations entre les modes normaux de vibration et la stabilité des systémes 
élastiques. Bruxelles: Ed. Goemaere. 1940. 
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unter folgender Voraussetzung: 
rb a8 , Vt 
A(s) >0, [uM (u]de>0, | uN (s; 0] de >0 fir s SS Beis 


Ist ¢ (s) eine in (s’, 8”) beliebige positive Funktion von s, mit A (s) = 4-¢ (8), 
so gilt: 


Miy]= Al. & ( s) N [s; y]ds. 


Gleich wie M [y] und WN [s; y] ist auch fe C (s) N [s; y] ds eine lineare, homogene 
Funktion von y und dessen Ableitungen und erfiillt ebenfalls (la, 1b). 
Demzufolge existieren Eigenfunktionen ®,, ®, ..., mit den zugehdrigen Kigen- 
metenmyies2 15. Oder 74, (8) ==, -.6 (8), lato, Ag at (8), 
Zunachst gilt 


1A, (8) = ®, N [s: y] dx |" @, M [@,]-dx fir s' <8 <5" 


wo A, der erste Eigenwert von (5) ist. Multipliziert man beiderseits mit A, (s) ds (> 0) 
und integriert man von s’ bis s’’, dann ergibt sich Ungl. (6). 

Man erhalt ein ahnliches Ergebnis, wenn die Eigenwertprobleme durch Integral- 
gleichungen ausgedriickt werden. Der Unterschied stammt daher, dai die Rand- 
bedingungen der Teilprobleme nicht identisch zu sein brauchen. Es sei ® (x) eine zur 


Charakteristikenschar (A%, A®, ... ak, gehérende Eigenfunktion der Integral- 
gleichung: é 
y(x) = 1 |? Ky (aw, 8) y (8) a8 (7) 
G=t 
Dann gilt fiir jedes Teilproblem: 
y (x) =I [Ky (x, 8) y (6) a8 (8) 
nach dem Rayleighschen Satz, die Ungleichung 
*b 
AP =f, Kole 8) yw) y dads | "2 (x) de. (9) 


Ersetzt man y durch ®, so auibt sich durch Summierung, nach vorheriger Multipli- 
kation mit A® , wiederum die Ungleichung (3). Hier sei bemerkt, da8 van den Dungen 
(vgl. *) in Beziehung auf Gleichung (7) die Bedeutung der Grenzgleichung 
>) (A®/A) 22 1 fiir die Anwendung gezeigt hat. 

Bekanntlich gestattet die Bentitzung der Greenschen Funktion G (a, &) die Um- 
formung der Differentialform (1) in die Integralform (8) im speziellen Falle der Einglied- 
klasse 

N [y] = (—1)" * [gn () - yy]. 


Vorausgesetzt, daB g, (x) >0, ergibt sich: 
O2rG (x, 0°" G (x, &) 
K (x, ee ot aanagn— gn (2) gu (8) 


Jedoch sei mit Nachdruck betont, daB die Teilgleichungen (1) dieselben Rand- 
bedingungen besitzen, was nicht unbedingt fiir K, (x, €) der Fall zu sein braucht. 
Ebenfalls sei die Moéglichkeit einer Zerlegung von G (x, €) eingeschlossen, die nicht 
unbedingt mit der von g, (x) iibereinstimmt. 


5 ¥. van den Dungen: Comptes Rendus de l’Acad. d. Sc. de Paris, T. ‘177, S. 243, 574, 677, 
1923; Les équations intégrales 4 plusieurs paramétres et la technique des vibrations. C. R. 2e Con- 
gres Int. de Méc. Appl., Ziirich. 1923. 
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Dieser Zerlegung von G (x, &) entspricht die des Kernes 


K (w,&) = 2'K, (a, €). 


Der Eigenwert 4 in 
b 
y (x) = 4) K (wy dé (10) 
148t sich mit Hilfe des Teilproblems 


y (2) = 4 | K, (w, 2 y (Oak (11) 


(das eventuell leichter lésbar ist), nach unten begrenzen : 


r 


2 (LAP) S W/Ay (12) 


o—L 


Bs 


Uberhaupt kann man diese Methode praktisch als eine Zerlegung der KinfluBkoeffi- 
zienten kennzeichnen (vgl. *). Es sei hier bemerkt, daB Gl. (7) schon von Schaefer 
(vgl. 7) in 2-Parameterproblemen benutzt wurde, um untere Schranken des kleinsten 
Kigenwertes zu suchen. 

Hine der Gl. (4) abnliche Verallgemeinerung fiihrt uns zu folgender Integral- 
gleichung: 


y (x) he ie (Eye (sears) ds| y (&) dé (13) 
Gl. (6) gilt hierbei ebenfalls. 


II. Die charakteristischen Flachen F, (A®, A®,..., 4) =0. 


Die Beziehung, die zwischen den A® bestehen mu8, um von Null verschiedene 
Lésungen fiir (2) zu sichern, kann im Koordinatensystem (0 1M, 0 A®), ..., 0 A) durch 
sogenannte charakteristische Flachen dargestellt werden (vgl. ® und °). 

Wir werden fiir diese Flachen die folgenden EHigenschaften beweisen. 


a) Die fundamentale charakteristische Flache Fi ist in bezug auf den Koordinaten- 
ursprung 0 konkay, (vergl. [?°] u. [#*]). 


Fiir 2, ..., A positiv liegt, infolge der Ungleichung (3), (Abb. 1), die Ebene 
PO oe) (14) 
e=1 

zwischen F', und 0. Diese Flache schneidet die Achsen in den Punkten (0, 0, ..., A:, 


..., 0, 0), die sich auf der Ebene (14) befinden. 


6 F. Buckens: Décomposition des coefficients d’influence dans les problemes de vibration 
et de flambage. Bd. 7. Abh. Int. Ver. f. Briickenbau und Hochbau, S. 61. Zurich 1943/44; Auch: 
Dissertation Lowen. 1943. 

7 H. Schaefer: Angenaherte Berechnung des kleinsten Eigenwertes zusammengesetzter 
Systeme. Z. f. angew. Math. u. Mech. 14, 367 (1934); Beitrag zur Berechnung des kleinsten Eigen- 
wertes eindimensionaler Eigenwertprobleme. Dissertation T. H. Hannover. 1934. 

8 §. FuBnote 5. 

9 §. FuBnote 4, 8. 85. 

10 §, FuBnote 7, S. 6. 
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Durch eine Koordinatentransformation 
“ 40) ee v7 ae (15) 
kann man (2) in 
M [ly] = 3 Sal Ny ial ee) 
iiberfiihren. Die Koeffizienten af miissen 


in Gl. (16) so gewahlt werden, da die 
Volldefinitheitsforderungen 


Lia 


af “b 
dat | yN, [y]jda> 0 (17) 


(Ovese dt! 


erfiillt sind. Nehmen wir an, alle a? seien 

Abb. 1 positiv; dann ist infolge von (1b) Gl. (17) 

erfiillt. Die neuen Achsen konnen dann so 

‘gewahlt werden, da sie im Raum der positiven 4%, ..., A” ein willkiirlich kleines 
Stiick der Flache fF’, aufschneiden, welche mit der Ebene 


ty 
So?) = 1 (18) 

die Punkte auf den Achsen gemeinsam hat. In dieser Gleichung stellen die 7j{ die 
partiellen Eigenwerte von (16) dar. Da die Ebene (18) stets zwischen 0 und F’, liegt, 
sieht man, da F, konkav ist, zumindest in dem Gebiet, wo Ungleichung (3) gilt. 

Ks ist leicht zu beweisen, dal dasselbe auch im restlichen Gebiet der Flache F, 
gilt, falls nicht alle A) positiv sind. 

Infolge der Bedingungen (1b) kénnen nicht alle A gleichzeitig negativ sein. 
Man sieht dann, da8 fiir jede Eigenwertschar A ... A™ eine Translation 


A® = —O @) 4 7) (19) 


besteht, fiir welche die positiven Konstanten C) so gewahlt sind, daB alle 7°) positiv 
werden, d. h. das betrachtete Flichenelement liegt nach der Translation im ersten 
Quadranten (r = 2), Oktanten (r = 3) usw. 

Somit erhalt man die Gleichung 


M [y)+ 2 oe Noy) = ~ n® Ny [y] (20) 
e= e= 


deren beide Seiten die Bedingung (la, b) einzeln erfiillen, was die Konkavitat der 
charakteristischen Flache F, beweist. 


b) Die charakteristischen Flaichen F,, sind Hiillflachen der Ebenenfamilie 


tes “D b 
Se | , UN, [uw] dx =| uM lu|dx (21) 


Ql 


wo die Vergleichsfunktion au (vergl. Def. in [!?]) wie ein Parameter berticksichtigt 
wird. 


122 §. FuBnete 1, S. 48. 
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Variiert man (21), dann ergibt sich: 


ps) He) ib. [Ne [w] ou + wu (2 du + “ dw’ + ...)|de = 


o= ou C) 


a: [u [u] ou + u (2 bu + 22 bu! + de (22) 


oder, infolge der Linearitit von NV, und M 
os A 
D>) A@ | (N, [w] du + uN, [du]) dx = he (M [u] du + uM [du ]) da (23) 


e=1 


und schlieBlich, infolge der Selbstadjungiertheitsbedingungen (1a) 


2d) Ae) iB N, [uv] 6u da = a M [wu] du da. 
ea a a 

Da 6u eine beliebige Funktion von z ist, folgt daraus genau die Gl. (2), die ihrerseits 
die Bedingungen F,, (AM, A®,..., 4M) = 0 mit sich bringt. 

Somit ist der Satz b) bewiesen. 

Laut Definition liegt die fundamentale charakteristische Flache /, in nachster 
Nahe des Nullpunktes 0. Die zweite Flache F’, wird die Rolle der fundamentalen Flache 
spielen, wenn die Variation der Vergleichsfunktion durch ein Orthogonalisierungs- 
verfahren beschrankt wird, welches in der Folge definiert werden soll. 

Der Punkt (A® ... A®) legt im 2-Raum mit dem Nullpunkt eine Richtung fest, 
die wir mit A) bezeichnen. Mit der Wahl einer festen Richtung A®) ist man auf die 
Theorie der Eigenfunktionen mit einem Parameter (Linge des Vektors A) zuriick- 
gefiihrt, und kann somit bekannte Folgen dieser Theorie benutzen sowie die Existenz 


einer Reihe von Eigenfunktionen y,, y:,... mit verschiedenen Eigenwerten | A, |, 
| A,|, ... beweisen. Es seien dann y, die fundamentale und y, die zweite Kigenfunktion, 
die der Richtung A‘) entsprechen, dann ergibt sich nach (la): 
b 
[, 2M [ys] — 4. M [yo]) dx = 0 (24) 
oder nach (2) und (la): 
2 (AP — AP) [yn Ne lysl dx = 0. (25) 
e=l a 
Nun sind A® und A), welche gleiche Richtung haben, verschieden, so dai 
rT : b 
sae { Yee [yl de = 0. (26) 
(— 


Fiir jede Richtung A) wird eine Funktion y beziiglich der zugehdrenden Kigenfunk- 
tion y, orthogonal genannt, wenn die Gleichung 


ce 
S10 [7 yy [yilde = 0 (27) 


Om 
und die Bedingung (1b) erfiillt sind. Die Funktion y ist zu der Funktion y; auf der 
ganzen charakteristischen Flache F; orthogonal, wenn (27) fiir alle Richtungen gilt. 
Fiir charakteristische Flachen héherer Ordnung » mu8 die Variation der Vergleichs- 
funktion durch Orthogonalisierung beziiglich der Kigenfunktionen niedrigerer Ordnung 
(i = 1, 2, ..., —1) sowie fiir jede Richtung begrenzt werden. 
Anmerkung 1. Wenn fiir eine gewisse Eigenwertschar (A“) ... A) die zugehdrige 
Eigenfunktion y, die Bedingung 


i: 
= we Neil (28) 
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erfiillt, erhalt man fiir y, die charakteristische Linie 
A@) = A® + py (29) 


mit p als Parameter. In (28) sind die py) konstant, welche nach (1b) verschiedene 
Vorzeichen besitzen. Gl. (29) beschreibt im A-Raum eine Gerade, die auf der charak- 
teristischen Flache der Eigenwertschar (A ... A) liegt. , 

Anmerkung 2. Es ist bemerkenswert, daB die Variation der Gleichung (21) die 
Lésung des folgenden Extremalproblems liefert: namlich die Vergleichsfunktion w 


b 
zu finden, die den Ausdruck ; uM [u] dx, unter den Bedingungen {. uN , [ul da=eg 


(0 = 1, 2, ...,7; ¢o = Konst. > 0), extremiert. 
Die 4) sind dann Lagrangesche Multiplikatoren; ihre endgiiltigen Werte bilden 
die Eigenwertschar (A® ... A®), und somit einen Vektor, der senkrecht auf der 


Ebene (21) steht. 

Anmerkung 3. Aus den Satzen a und b folgt: Fiir irgendeine Vergleichsfunktion uw, 
die in die Gleichung (2) eingesetzt wird, ist der langs der Richtung A zwischen dem 
Nullpunkt 0 und der Ebene (14) gemessene Abstand stets gréBer als die Lange des 
der Richtung A zugehérigen kleinsten Higenvektors (A® ... A”). 

Anmerkung 4. Sind 22 die Grundwerte, und ®¥) (x) die entsprechenden Eigen- 
funktionen der partiellen Eigenwertprobleme (1), dann liegt die charakteristische 
Flache F,, fiir positive Werte der A), zwischen der Ebene (14) und den beriihrenden 
Ebenen 


DAO | OPN, (OP ] dx =[) OP M [OP] dex 
t=1 2 “ 


wobei die Beriihrungspunkte der verschiedenen Flachen auf den Achsen liegen. 
Anmerkung 5. Die Gestalt der charakteristischen Flachen F, fiir groBe Werte 
der 4°) wird durch die Betrachtung der Grenzgleichung 


a A) WN, [y] = 0 
Ve 


geliefert. Besitzt N, [y] die groBte differentiale Ordnung q die unter den N  erscheint, 
dann schreiben wir vorzugshalber: 


N, [y] = —D' (A® |AM) N, Ly]. (30) 

\ (er 
Wenn diese Gleichung Eigenwertscharen [(A@/A®), (A®/AM), ..., (AM/A®)] 
besitzt, bestehen konische charakteristische Flachen k, (A® JAD. 55 AMLAD) ear, 


die den Flachen F, asymptotisch parallel sind. 
Gewohnlich gibt es verschiedene Randbedingungssysteme fiir (30), und zwar auf 
Grund des folgenden: Schreiben wir y= Y + «, mit der Bedingung 


lim ¢ = 0, fiir | A‘e) | oo 


und es mub Y die Gleichung (30) befriedigen. Dann ergibt sich aus (2): 


UP 


 A® N, [2] —M [e] = M [Y]. 


e=1 


Unter den Randbedingungen U,, [y] = 0 miussen zuerst die Gleichungen beriick- 
sichtigt werden, welche die Parameter /,,.. enthalten: 


OF Ly] = Va Ly] ae = 10 Wiis Ly] = 0 (ue ar i 2, caters tye 
o= 
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Vorausgesetzt wird, daf ¢ nicht gréBer als g ist, und daB die Abhangigkeit von 2 nur 
linear ist. So erhalten wir schon ¢-Randbedingungen fiir (30): 


Weg A) Wael i] = Cet Or 1s 2 sig) (31) 
e=2 
so dab wir (¢ — t) der restlichen Gleichungen U,..; = 0 beliebig wihlen kénnen: 
Cpe | Mle One Uso ean, Ue Y | 0, (32) 


Ks gibt also (q — t)!/(2m — t)! (2m —q)! dhnliche Kombinationen, wenn 2m die Differential- 
ordnung von M ist. Nicht alle werden lésbare. Systeme geben, jedoch erhalt man ge- 
wohnlich mit verschiedenen Randbedingungssystemen verschiedene konische Fli- 
chen k,, k,, ... fiir jede Ordnung n. 

Fiir jedes System (31), (32) besteht ein erginzendes Randbedingungssystem fiir «: 


1) Wee [e] + Vy, (Yt+e]=0 (v=1, 2,...,?#) 


ete 0, ee oe | a 0,4 Cae ae stee Me O04 oye fT te] == 0 
so da das System U,, [y] = 0 stets befriedigt wird. 
Ks ist bemerkenswert, da mit A® /A7 = —x), alle eventuellen Kigenwerte x(., der 
partiellen Gleichungen: 

Ni [y]=*© -Ne [y]  (@ = 2, 3, ...,7) (30a) 
infolge (1b) positiv sind. Wir koénnten im x-Unterraum dieselben Higenschaften fiir 
jede Schar (x®), x), ...,%), wie fiir die A im A-Raum beweisen. Zum Beispiel 
haben wir, wenn x2 (o = 2, 3, ..., 7) die Grundwerte von (30a) sind, die Naherungs- 
formel : 


3 (ul0 2) 1 
O12 
oder 
; 
A® + 3 (A SO) we 0 

e=2 
welche fiir groBe Werte der A®) und fiir negative Werte der Quotienten A‘) /A® 
giltig ist. 


III. Beispiele 


Die Quasilinearitét der charakteristischen Beziehungen /’, = 0 wurde schon in 
praktischen Schwingungs- oder Stabilitatsproblemen benutzt (vgl. 1%, 4), um Naherungs- 
formeln fiir Eigenfrequenzen oder Knicklasten zu bekommen. In der Folge werden 
wir einige weitere Beispiele behandeln, welche die vorherigen Betrachtungen erklaren. 


a) Als einfachstes Beispiel untersuchen wir den Fall eines schwingenden und axial- 
gedriickten Stabes. Die Differentialgleichung lautet: 


(ay’’)"” = —Py” + omy (88) 
Dabei sind: « die Biegesteifigkeit, P die Axialkraft, w die Kreisfrequenz, m die Masse 


13 §. FuBnote 4, 8S. 151. 
“4 F. Buckens: Relations caractéristiques entre les valeurs critiques des forces radiales agissant 


sur les bords intérieurs et extérieurs d’une plaque annulaire. Bull. de la Soc. Frang, des Méc. 5, 
No. 15; -p. 33 (1955). 
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pro Lange, y die Verriickung; « und m koénnen Funktionen von x sein, wobei Oses L 
(L: Lange des Stabes). Die allgemeine Form der Randbedingungen ist: 


Py [Ay y (0) + By y (L)]}=0 (w= 1 bis 4) (34) 

wobei A,, und B,, Konstanten sind. Die Zerlegung von (33) in zwei Teilgleichungen: 
(ay"’)" = —Py” (35) 

(ay"’)" = omy (36) 


mit denselben Grenzgleichungen, ergibt die erste kritische Knicklast A) = P, und 
das Quadrat der ersten Eigenfrequenz des unbelasteten Stabes, AY? = wj. Nach (3) 
erhalt man die bekannte Beziehung zwischen der Eigenfrequenz w des belasteten 
Stabes und der Axiallast P, fiir P und w? positiv: 


P/P, + w/w? = 1. (37) 
Fiir a und m konstant, und unter den Randbedingungen 
y (0) = ay” (0) = y (LZ) = ay” (L) = 0 (38) 
ergibt sich das Gleichgewichtszeichen : 
P/P, + w/o? = 1 (39) 
wobei, fiir (38), P, = n? 2% a/L?, und w? = n‘ 2! a/mLA. 
Ks ist leicht zu sehen, daB der Fall (28) hier gewahrleistet wird. Die Grenzgleichung 
(32) wird hier: 
y" = (w? m/P) y 
woraus, mit 
k? = —w? m/P > 0, Y = Asin (kx) + B cos (ka). (40) 
Die verschiedenen Randbedingungspaare aus (38) liefern alle B = 0, und k = na/L. 


Die Richtung der Asymptote w?/P = —n? x?/mL® stimmt natiirlich mit der Richtung 
der charakteristischen Geraden (39) iiberein. 


Wir beriicksichtigen zunachst einen an einem Ende eingespannten Stab, dessen 
anderes Ende frei beweglich ist: 


y (0) = y' (0) = ay” (L) = (ay")'r=1 + Py’ (L) = 0 (41) 
Mit « und m konstant, erhalten wir wirklich die Ungleichung (37), wobei 
Pi, =am]4L2, wt = 12:3595 a/mLA. 


Der asymptotische Verlauf der F,, wird durch (40) gegeben, mit Randbedingungen, 
in welchen die vierte Gleichung aus (41) stets eine Rolle spielt, weil sie den Para- 
meter P enthalt. Das Bedingungspaar Y (0) = Y’ (L) = 0 in (40) eingesetzt, ergibt 
B=0,k=na/2 L. Das Paar Y' (L) = Y" (L) = 0 wiirde die singulire Lésung k = 0, 
Y = B fordern. So erhalt man zwei asymptotische Richtungen: w2/P = —n2x?/4 mL? 
und w?/P = —n*x?/mL*, Fir die Grundfliiche /, ergeben sich in Abb. 2 die entspre- 
chenden Richtungen: (P/P,)/(w?/w}) = —2-03, (k’); (P/P,)|(@?/@?2) = —0-5075, (k’’). 

Fir P und ? positiv wird die charakteristische Kurve I’, (P, w2) = 0 zwischen der 
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Geraden (39) und den Tangenten an F, in (P,, 0) und (0, w?) eingeschlossen. Die Glei- 
chungen dieser Tangenten erhalt man durch Einsetzen in (21), d. h. hier: 


P Li L ; ‘ Ty By is 8 i 
orm) oytde + PLS yde — P(yy')|0 = a [y"de + (yy) | — Uv’) | 42) 
L/P oy 
SONS Jo 
x \ - % 
Z 


(Pp); 


VA 
e 
4 


PY(7¢); 


tes 


Abb. 2. 2-parametrige charakteristische Kurven 


a) eines schwingenden (wm?) und axialgedriickten (P) Stabes 
b) eines schwingenden Stabes, mit axialen Langskraften y 
c) eines durch End(P)- und Langs(y)kréfte axialgedriickten Stabes 


mit y als die den Eigenwerten P, und w; entsprechenden Eigenfunktionen. Diese 
Funktionen sind, fir P = P,, w? = 0: 

y = 1 — cos (xx/2 L) (43) 
und fiir P = 0, w? = wi, (mit k = 1:8751, vgl. »), 

y = sh (kx/L) — sin (ka/L) — 1:371 [ch (ka/L) — cos (kx/L)]. (44) 
‘Wir erhalten dementsprechend: 
em [(3/2) — (4/x)] + P (x?/8 L*) = ant/32 L*)] 
wm + P (46 2?/L?) = 12°36 ant Lt. 
Die zweiten Schnittpunkte dieser Tangenten mit den Achsen, Abb. 2, sind 
P = 0, @222 1-08 w?; und w? = 0, Py) 2 1-075 P). 


Fiir den Verlauf der charakteristischen Kurve F, siehe auch 1°, 


oH 


15 §. FuBnote 4, S. 20 
16S. FuRnote 4, 8. 187. 


fa | 
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b) Als zweites Beispiel fiigen wir dem in a) betrachteten Stabe axiale Lingskrafte 
zu, mit der Verteilung y (x). Die Gleichung wird: 


ley" = — ly’ |v eae] — Py’ + omy, (45) 


wenn y (x) in derselben Richtung wie P positiv gezahlt wird. 

Ks liegt ein 3-Parameterproblem vor, wobei «, m und y konstant sind, und P, 
«? und y die Parameter 4‘ darstellen. Nehmen wir nochmals die Randbedingungen (41) 
an. Die partiellen 2-Parameterprobleme (P, w2), (w?, y) und (y, P) werden dement- 
sprechend in 1’, 18 und! in Betracht gezogen. Die iibereinstimmenden Kurven sind in 
Abb. 2 gezeichnet. 

c) Wir erhalten ein co-Parameterproblem, wenn in (45) y (x) als eine beliebige 
Funktion von «# angesehen wird. Um diese Betrachtung zu vereinfachen, setzen wir 
in (45) P und w? Null ein, und behandeln das Problem der Statik: 


(ay"Y = —y' | y (8) db. (46) 


Diese Gleichung erhalt die Form (4), wenn die Einheitsfunktion 


Ute, -2) —=.0 fir 6. (Ea) dora (47) 
eingefiihrt wird: 
; oD 
(ay"" = —y' |, v (€) U (E, 2) dé. (48) 
Nun wird die Teilgleichung (5): 
(ay"’)' = —y' y (6) U (E, x) (49) 
d. h. 
(ay. ) vagy. (€) tr ee und (ay) =O Tae See (50) 


Der Gleichung (50) entspricht gerade das Problem eines axialgedriickten Stabes, 
wobei die Lange € und die Endkraft y (€) sind. Berechnet man die zugehdérige erste 
Knicklast y, (€), dann ergibt sich fiir die erste charakteristische Kraftverteilung I" (2) 
der Gleichung (48), nach (6): 


[Om Olds 21. (51) 


Mit « konstant und mit den Randbedingungen (41) ergibt sich beispielsweise y, (£) = 
=am?/4 €%, Man erhalt dann: 


(4/ax’) | (1 (g) dé = 1. (52) 
Fiir die gleichmaBige Verteilung, y (&) = y, konstant, bekommt man die Ungleichung: 
Ly = 3 an?/4 DS = 0°750 an?/L? (53) 

die man mit dem genauen Wert y, = 0°795 ... an?/L3 vergleichen kann, °. 


17 §. FuBnote 4, S. 184. 

18 K.- Karas: Ing.-Arch. 1, 158—202 (1929). 

19 N. Grishcoff: Bull. Acad. Sci. Kiev, 1930. (Vgl. Timoshenko: Theory of Elastic Stability. 
McGraw Hill, 8.118. 1936.) : 

20 §. FuBnote 4, S. 122. 
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d) Die Stabilitaét von thermisch gespannten Platten kann auch als ein co-Para- 
meterproblem behandelt werden, wie anderswo gezeigt werden soll. Zum SchluB 
sei hier bemerkt, da (30) die Grenzform eines interessanten singularen St6rungs- 
problems darstellt, wo der Perturbationskoeffizient (1/y) die héchsten Ableitungen 
von (2) durch M erfaft. Fiir die vorangehenden Beispiele kann man auch sagen, 
dafi die asymptotische Flache mit dem Grenzfall eines vollkommen biegsamen 
Stabes (a->0), d. h. eines Fadens, iibereinstimmt. 

(Hingegangen am 3. Juni 1958) 


Transversale Wellen in Staben und Platten unter sto8férmiger 
Belastung * 


Von R. Gran Olsson, Trondheim 
Mit 3 Textabbildungen 


Die unter gleichem Titel erschienene Arbeit von Max A. Dengler? bedarf meines 
Erachtens einer Erganzung, die ich im folgenden kurz erwahnen méchte. 

Falls der KinfluB der transversalen Formanderung infolge der Schubspannungen 
beriicksichtigt werden soll, ist zu beachten, da zwei andere Formanderungseinfliisse 
etwa von derselben GroBenordnung vorhanden sind, namlich erstens der EinfluB des 
nichtlinearen Verlaufs der Biegespannungen o, und zweitens der Einflu8 der trans- 
versalen Spannungen o,, die aus Gleichgewichtsgriinden im allgemeinen nicht ver- 
schwinden. Fait man diese Hinfliisse zusammen, so ergibt sich fiir den rechteckigen 
Querschnitt die GroBe (~ = Querdehnungszahl) 


=a (1) 
EN 
Rechnet man mit dem in der Theorie der technischen Balkenbiegung iiblichen, rezi- 
proken Wert x = 1/A, so wird dieser 
Deak 
B ate rie 
l+u 


Die Aufspaltung der einzelnen Einfltisse ergibt 


(2) 


 ——— 


3 3 3 
2 i0d+n) 40 Fp) 2) 
wobei das erste Glied den EinfluB der Schubspannung 1, das zweite Glied den EinfluB 
des nichtlinearen Verlaufs der Spannung o, und das letzte Glied den EinfluB der trans- 
versalen Spannung o, wiedergibt. Wie man sieht, andert sich der Einflu8 von o, von 
0°3 bis 0:2, wahrend der Einflu8 von o, von Null bis 0°25 geht, wenn « von Null bis 
0°5 wachst. Der Einflu8 der beiden letzten Glieder ist demnach von einer Gréfen- 
ordnung, die nicht vernachlassigt werden darf, sofern man auf die Gréfen zweiter 
Ordnung bei der Balkenbiegetheorie eingeht. 

Die GroBe x laBt sich wie folgt schreiben 


i 


3 9 
ed | SOLE pi) ) 
oder auch ; 
3 
(x =7)0 oH) og (5) 


1 Max A. Dengler: Transversale Wellen in Staben und Platten unter sto®formiger Belastung. 
Osterr. Ing.-Arch. 10, H. 1. 
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. 3 
also eine einfache Hyperbel mit den beiden variablen GroBen (x— 5) und (1 + yp). 
Diese Hyperbel ist in Abb. 1 dargestellt, wobei der in Betracht kommende Bereich 


3.0, 
27 


24 


{ 78 
17.5) 
12 ol 2 
5] 5 
09 : gu 
as a 
| 
| 
{RES enw i4 —— 4 
0 15 


von « = 0:0 bis « = 0°5 durch starke Linien besonders hervorgehoben ist. In Abb. 2 
ist dieser Zweig der Funktion von « und x nochmals besonders wiedergegeben. 


SIS 
+ 046 {24h 50 
“ie 0.50 020 
® O15 10 
0.00 
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Ute ae Dee 
Abb. 2 Abb. 3 


Diese Betrachtungen sind fiir die numerische Auswertung der in den Abschnitten III 
und IV der genannten Arbeit mit Hilfe der Laplaceschen Transformation gegebenen 
Lésungen von Bedeutung. Der dort eingefiihrte Parameter c = #/AG kann, wenn die 
rotatorische Tragheit vernachlassigt wird, gesetzt werden 


6 3 
es xe 20+n)(5+ 7H) 
BAG ot (1+ p) el ge tase (6) 


C 


Demnach wachst c von 2°4 bis 3°15 mit zunehmender Querdehnungszahl von Null 
bis 0:5. In Abb. 3 ist diese lineare Beziehung zwischen c und « wiedergegeben. 

Der angegebene Wert von / stimmt fiir uw = 0:2 mit dem von R. D. Mindlin2 
zwischen 0°8 und 0°9 vermuteten und von R. 8. Ayre und L. S. Jacobsen berech- 
neten Wert / tiberein. Mit dem in Gl. (1) gegebenen Zusammenhang zwischen u und A 
kann letzterer Wert zwischen 0°83 < 4 < 0°95, also etwas schirfer als oben angegeben, 
abgegrenzt werden. Falls « eine von der Querdehnungszahl etwas abweichende Bedeu- 
tung zugelegt wird, kann der Kinflu8 der rotatorischen Tragheit ebenfalls beriicksichtigt 
werden. 


» R. D. Mindlin: Influence of rotary inertia and shear on flexural motions of isotropic elastic 
plates. J. Appl. Mechan. ASME (1950). 
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‘Demnach kann dem von Herrn Dengler durchgerechneten Fall c = 1 keine physi- 
kalische Bedeutung beigemessen werden, weil dies dem negativen Wert u = —14/15 
entsprechen wiirde. Auf der anderen Seite ist c — 4 zu groB, wahrend der fiir c = 3 
durchgerechnete Fall der Querdehnungszahl = 0-4 entspricht, einem Wert, der den 
meisten technischen Werkstoffen etwas zu hoch liegt, aber trotzdem ganz angemessen 
erscheint. Es wiirde sich vielleicht lohnen, numerische Rechnungen fiir ¢ = 2°4 und 
¢ = 3°15 auszufiihren, wonach man fir-alle tibrigen Werte interpolieren kénnte. 


(Hingegangen am 2. Juli 1958) 


Kine Lésung in Kettenbriichen fiir die Karmansche Theorie der 
Rohrbiegung 


Von J. S. Frame, Michigan State University, U.S. A. 


Zusammenfassung. Bei der Biegung eines gekriimmten diinnwandigen Rohres tritt nach der 
Karmanschen Theorie eine Formanderung des kreisf6rmigen Rohrquerschnittes ein, die das 
Biegungsmoment fiir eine gegebene relative Winkelinderung um einen Faktor x < 1 vermindert. 

Die komplizierten Karmanschen Naherungen fiir « werden durch einen verhaltnismakig 
einfachen Kettenbruch dargestellt, und die zugehérige Rekursionsformel wird auch als Differenzen- 
gleichung gelést. 


1. Einleitung. An den beiden Endquerschnitten eines gekriimmten diinnwandigen 
Rohres mit kreisformigem Querschnitt greife das Biegungsmoment M an. Dabei wird 
der Winkel a zwischen den beiden Endebenen um Aca geandert. In der iiblichen 
Biegungstheorie hat dann das Verhaltnis von M zu der relativen Winkelainderung 


t = Aa/a den Wert M/t = HJ/R, H = Elastizitatsmodul des Stoffes 
J = Tragheitsmoment des Querschnittes (1) 
R = Kriimmungshalbmesser der Mittellinie. 


Die Erfahrung zeigt aber, daf dieses Verhaltnis zu gro ist. Man findet namlich 
M/t = (EJ/R) x, (2) 


wobei x < 1 eine Berichtigungsziffer bedeutet. 


Von Karman hat einen Weg zur Ermittlung dieser Berichtigungsziffer angegeben}?, 
indem er eine gewisse Formanderung des Rohrquerschnittes annimmt und die Form- 
anderungsarbeit A pro Volumseinheit zum Minimum macht. Er setzt 


A= Ré/r?, 6 = Dicke des Rohres (3) 
r = mittlerer Halbmesser des Rohrquerschnittes 


und sucht das Minimum des Integrals 


22 dB wy, 


Tas dw. 2 
A = (E£/2 Re) | {[r4sinp + w,008 p — Fe sin 9] tI dep 
0 


g ist der Polarwinkel im Rohrquerschnitt. Indem er die tangentielle Verschiebung w, 
eines Punktes P im Querschnitt als Fouriersche Reihe von der Form 


ww, = ¢c,sn29 +. ¢,sin4y +... (5) 


1 Th. v. Karman: .,Uber die Formanderung dinnwandiger Rohre, insbesondere federnder 
Ausgleichsrohre‘“, Z. Ver. Deutsch. Ing. 55, 8. 1889, 1911. 
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ansetzt und nur ein, zwei oder drei Glieder beibehalt, bekommt er eine rasch kom- 
plizierter werdende Formel fiir x, von welcher die zwei ersten Annaherungen lauten 


m1 =1—pTjm? = *— 105-4 4186 22 + 4800 AA 


Setzt man die ganze Reihe (5) in (4) ein, so erhalt man eine Rekursionsformel - 
fiir die c,, die ziemlich verwickelt aussieht: 


2n—3 2 el 2 1 a 
: 7 49? = 1)) 6. ea C. 0 - 
oan et Qn+1!)2n—1 Fan ( )ye a n+l (7) 
Wir wollen zeigen, wie man das einfacher machen und eine explizite Lésung fiir x 
in Kettenbriichen finden kann. Wir lésen dann auch eine Differenzengleichung und 
finden die Werte von x fiir kleine Werte von A. 


2. Die Forminderungsarbeit. Seien (x, y) und (r + @, g) die kartesischen und Polar- 
koordinaten eines beliebigen Punktes P im Querschnitt des Rohres, und sei z eine zur 
Querschnittsebene senkrecht gemessene Koordinate langs der Mittellinie des Rohres. 
Wir nehmen an, da z wahrend der Biegung konstant bleibt. 

Weiters seien & die Faserlinge fiir die z-Kurve durch P (auf welcher 9 = konst., 
gy = konst. und o die analoge Faserlinge fiir die g-Kurve durch P (auf welcher 
o = konst., z = konst.). 

Die relativen Liingsdehnungen dieser Fasern werden als 


(t/£) dé/dt und (t/c) do/dt 


genommen. Hierbei ist € = (R + y) a, und wenn K die Kriimmung der g-Fasern 
bedeutet, wird 
df —_ d(ya) do od Kk 


a (R+y)a’ By Tepe (8) 


Nach der gewohnlichen Biegetheorie sind Biegungsmoment und Formanderungsarbeit 
pro Volumseinheit folgendermafen Sane? 


Mee a)? er) may ee = oe (9) 
A=; \J ( ay ae =x | | Res “eas = 


wobei angenommen wird, daB y nicht von + abhangt. 

Nach der Karmanschen Theorie wird nun y als Funktion von t betrachtet, wenn 
sich die Querschnittsform andert. AuBerdem kommt ein zweites Glied in der Form- 
anderungsarbeit hinzu, entsprechend der Lingsdehnung der g-Fasern. Es wird 


A=s\ isles) t+o(EZ) }as 
=sa | /{(E) + (44) las -B Be, a 


wo x die Berichtigungsziffer ist. Wenn man (8) und (3) in (11) einsetzt, und J = Sr2/2, 
dt = dala setzt, bekommt man 


sas) \(ery arr) + (lee) | 


=a JJ (Gee) E452) + Se (Cy las. (12) 
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Wie in den Gleichungen (9) und (10) wird auch hier R/(R + y) durch (R — y)/R ersetzt. 
Das lineare Glied fallt bei der Integration weg. Weiters wird, mit dS = (r + o)do dy, 
nach Integration iiber 9 von —6/2 bis + 6/2 naherungsweise 02/62 durch den Mittel- 
wert 1/12 ersetzt. 


Um spater den Faktor 3 zu vermeiden, setzen wir 
h? = 92/3, h = Rdj(r?) 3) (13) 
Dann kann die Berichtigungsziffer x als das Minimum des folgenden Integrals erhalten 


werden: 
Qa 


z= Min= | (Py) +9°(9) | de. (14) 

WoO : 
fo)=T(y+2), (15) 
(9) = 5 es (16) 


Um die Ausdriicke fiir f und g zu finden, fiihren wir é, 7 als neue Koordinaten eines 
Punktes im Querschnitt ein und setzen 


(x + ty) = (1+ + in) re?, w=déldr, v= dyldt. (17) 


Dann sind wrt und vrr die radialen und tangentiellen Verschiebungen des verschobenen 
Punktes P’ gegeniiber P, und 


f(y) = (y + GE) = sin gp +0 cos p+ usin ¢. (18) 

Wenn ein Punkt die Ableitung nach » bedeutet, haben wir 
xtiy=r [(E—n)+i+et+nles (19) 
(= 2 (1 +é+ P+ E— 0] (20) 


Fiir t = 0 soll die Ableitung nach t von (oc)? gleich Null sein. Deshalb wird 
da : s 
cag AS ae ae: or Oc (21) 


Fiir die Kriimmung K der g-Fasern haben wir 


ctrkas aa irs (22) 


‘ ; tale d 
6K = are tan (y/%) = 4 are tan 
ae 


dy ip 
Fiir t = 0 wird o = r, und dabei wird 


d 


we : ig =a E—7) poe 7) (ev) ae (23) 
poe tutb=—ii+i ee) 
10) = Fog = — yet = 50 48). o 


Wir entwickeln zunachst g (vy) in eine Fouriersche Reihe von der Form 


h co " 
g(y)=— 5 (uti) =h AnN COS NE , (26) 


wo .»”” und »” bedeuten, daB nur iiber gerade bzw. ungerade n summiert wird. 
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Lost man die Gleichungen (26) und (21) nach w und v auf, so bekommt man 


u = 2 > ann cos np|(n? — 1) (27) 
0), = Po sin ny/(n? — 1). (28) 


Setzt man (27) und (28) in (18) ein, so folgt 


oe Tees ald sin (n+1) » sin (n — 1) p 29 
f(y) =sng + > On n+1 n—I1 (22) 


Definiert man jetzt 
Gy = 1, (30) 


so wird f (pm) die folgende einfache Form haben: 


dant <= Ont ees l 
f(g)= 3” S32  ainng. (31) 

Setzen wir jetzt f und g nach (31) und (26) in (14) ein, so wird 
oo ps (So ere oe te ay? (32) 


7 
WO @ = 1 und die anderen a, so zu wihlen sind, daf dieser Ausdruck ein Minimum wird. 


3. Die Kettenbruchentwicklung von x. Wir haben die Ableitungen von x nach 
jedem a, (n gerade) gleich Null zu setzen, um das Minimum von (32) zu erhalten. Wir 
bemerken zuerst, daB x — 1+ 2a, eine homogene quadratische Funktion von dg, 
a4 usw. ist. Also wird 


P K 7/1 dn O(% — 1+ 2axz) ” Ode 
x—1+ 2a = 5 oe oe Gira ee (33) 
He a in Pe ny eat ed ey (35) 


2h dan h(n+1)2 hin yet 


Jetzt wollen wir diese Gleichung vereinfachen, indem wir neue unbekannte Zahlen a, 
fiir ungerade » einfiihren als Koeffizienten fiir f (gy) in (31), so daB f (~) und g (@) 
iihnlich aussehen. Als Definition nehmen wir fiir ungerade 

hn?a, = Qo. — Gait. (36) 


Dann werden die Glieder in (32) alle von gleicher Form und wir haben 


co 
ey 
x= >| hna2, = 1 — he itn (37) 
n=0 


Auch die Minimumsbedingungen (35) vereinfachen sich zu 
An+1 — Gn—-1 + hn*a, = 0 fiir gerade nm = 2. (38) 
Damit gilt aber die Rekursionsformel (36) fiir gerade und ungerade n. Sie ist viel 


einfacher als (7) und man schreibt sie zweckmaBig in der Form 


=hn? + ! 


an (n/n) ” 


Wenn man diese Relation fiir n = 1, 2, 3 usw. schreibt, so bekommt man den Ketten- 
bruch 


An—-1 


(39) 


1 1 
(ao/a1) 1 (40) 


= = 


1 


9h + (anlan 
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Dieser Kettenbruch konvergiert schnell fiir 2 > 1, und er konvergiert fiir jeden positiven 
Wert von h. Aber die Konvergenz ist nicht gleichmaBig, wenn h nach 0 geht. Man 
braucht naimlich ungefaihr 2 h-1/2 Glieder des Kettenbruchs fiir h < 1/4, um eine 
gute Naherung zu bekommen. 

Nach der Theorie der Kettenbriiche, wobei man 


do ao a1 


Y+a ia ee (41) 
1 + a2 
setzt, kann man den Kettenbruch (40) folgendermaBen umformen 
32 
0 Meme OE yar w= 36h? =1272 (42) 


(a) + 52 9292 . 72 
(3) w+ 7+ 52 — 


In dieser Form ist der Vergleich mit den ersten zwei Karmanschen Naherungen (6) 
leicht durchzufiihren. Die dritte Naherung kann aus (42) leicht gerechnet werden. 
Fir kleines h wurden folgende Werte von a, = x/h berechnet: 


1/h 5 6 7 8 o) 12 15 20 100 
x/h| 1.017, 1.0060, 1.0006, .9987, .9983, .9996, 1.00024, 1.0004, 1.0000053 


(43) 


Ks scheint also, daB x/h nach 1 konvergiert, wenn h gegen 0 geht. Wenn das der Fall 
ist, wird aber jeder Koeffizient a, wegen (36) gleichfalls nach 1 konvergieren fiir h > 0. 
Wir untersuchen dies naher. 

4. Die Differenzengleichung. Man kann die Rekursionsformel (36) als Differenzen- 
gleichung betrachten. Unter der Voraussetzung, da a, (0) = 1 und daB a, in eine 
Potenzreihe in h entwickelbar ist, setzen wir an: 


Un = Po (M) + py (m) (—h/2) + ps (nm) (—h/2)? + ps(n)(—h/2)? + ... (44) 
Weil a, = 1 ist, wird 


p; (0). =.0 fir. 7-1, 2,3)... (45) 
Nach (36) haben wir 
2 int (n) (WD) = 3? [ay — 1) — ln + (APY. (46) 
Vergleichen wir die Koeffizienten von (—hA/2)/, so bekommen wir 
pj (h + 1) — pj (m — 1) = 2 n?p;-1 (n). (47) 


Nach der Erfahrung in (43) nehmen wir an, daB py (n) = 1 ist. Dann haben wir fiir 
j = 1, 2, 3, die Differenzengleichung (47) zu losen mit der Bedingung (45). Wir fiihren 
den Operator D = d/dn ein und schreiben ep (n) fiir p(m + 1) und e~Pp (n) fir 
p(n — 1). Dann ist 

(e? — e-) p; (m) = 2 n2p;-1 (n). (48) 


Lésen wir diese Gleichung nach p, (m) auf, so bekommen wir 
p; (n) = esch D n*pj-1 (n) 


43 —2 


=(4 - GED +A BDA Be Di +..)n* palm) (49) 


\ D 
wo B, die Bernoullischen Zahlen bedeuten: 


B, = 1/6, Bs = 1/30, B, = 1/42, B, = 1/30, Bs = 5/66, Bs = 691/2730, ... (50) 
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Dann wird weiter 


Le ED siete S1GD \ 
Der Operator 1/D ist als Integraloperator zu deuten, wobei die Integrationskonstante 
durch (45) bestimmt wird. Wir finden so 


Dy (nr) = 1 

p, (n) = n (n? — 1)/8 

Do (n) = n? (n? — 4) (2 n? — 5)/36 

Ds (n) = n (n?— 1) (n? — 9) (70 nt — 725 n? + 1591) 32/9!. (52) 


Aus (51) und (52) sieht man, daB das Polynom p,;-1 (m) eine ungerade Funktion, 
und das Polynom p,; (m) eine gerade Funktion von n ist. Es scheint ferner, daB p; (n) 
auBer dem Faktor » auch die Faktoren (n — j), (n—7j + 2), (1 —7 + 4), ... (1 +9) 
besitzt. Das werden wir beweisen, indem wir neue Polynome gq; (n) vom Grad j einfiihren. 


qi(n)=n, qa(m)=n]2,  qo(n) = m(n®—1)/3, ga (n) =n? (n? — 4)/4, 


j—1 


qi(n) = (n/9) LT (n—9 + 2h). (53) 


k=1 
Diese Polynome q; (n) geniigen den folgenden Gleichungen. 


Qi+1(m + 1) — G41 (nm — 1) = 2 9g; (n) (54) 
G+3(m + 1) — gqj48(m — 1) = 2 (9 + 2) Gis (m) = (n?— 9°) 2 99; (n) (55) 
[j-7a;+8 (m + 1) + 9 Qj41(% + 1)] — F148 (me — LY +9 G41(m — IJ = 
= 2 n* q; (n). (56) 
Deshalb ist die Funktion 
yj (n) = 9~* Gji+3 (m) + 9 Gi+1(n) (57) 
eine Losung der Differenzengleichung 
yj (n + 1) — yj (nm — 1) = 2 nq; (n) (58) 


die der Bedingung y; (0) = 0 geniigt. 


Jetzt koénnen wir die Differenzengleichung (47) lésen, indem wir das Polynom 
pj—1(n) des Grades 37 — 3 durch die Polynome q3;—3 (), g3;—5 (”), qa;—7(m) ... aus- 
driicken, und die Gleichungen (58) und (57) anwenden. Wir sehen, daB p, = qs ist. 
Damit wird p, = y; nach (58), und daraus p, = 3-196 + 3 qa, nach (57). In analoger 
Weise sieht man, da p,; durch ys und ys, und deshalb durch do, Wz, Ys ausdriickbar ist. 
Weil g;+2 (m) durch q; (nm) teilbar ist, folgt mittels Induktion, da8 p; durch q; +» teilbar 
ist. Deshalb hat p; (n) im allgemeinen die Faktoren (n — 4), (n — j + 2), ...-(n + 9), 
wie (52) vermuten lief. 

Um jetzt eine explizite Liésung fiir die Polynome »; (n) zu finden, entnehmen wir 
aus (57), (58) und (47), daB 


oy Ya ie take eh 4. 4-1 0) 4 
Pi= qs, Po = (3, 3 ) aE ps = (3,3 7) (5 6 =) [ 


pa (n) = (3, 3~*) (; Ages) bag = 00) qe (59) 
0 
O -—1 


O76" gerd 


om=t 
co 
Wo) 
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und daf im allgemeinen die j-Koeffizienten von qj+2, gji4--- 3; In p; (n) durch ein 
Produkt von j — 1 solcher rechteckiger Matrizen ausdriickbar sind. 
Fiir n = 1 ist nach (53) q.;-1 (1) = 0 und 
ay (1) = (1-21? «3? - 527, (2 7 — 3)? (295 —1)/ 24. (60) 
Deshalb wird p2;—1(1) = 0 und 


= 3i4 
p2(1) =(3, 3- que s)6) = 1/4 
pains (5, Poe An) Beige Ole Oe 7 92. 5/6 
06 6-Y(0 7 7-10 —3?. 52. 7/8 
0-025 9 941 32. 52. 72. 9/10 
—3?. 52. 7, 92. 11/12 
— —(13) (15)/32. (61) 


Wir haben also einen Ausdruck fiir das Verhaltnis x/h = a, fiir kleine Werte von h: 
xa/h = a, = 1+ h?/16 — 195 h4/512 + 185623h2/8192 — ... (62) 


Leider wachsen die Koeffizienten dieser Reihe so stark an, dai die Konvergenz in Frage 
gestellt ist. 
(Hingegangen am 9. Juli 1958) 


Anwendung der verscharften Plattentheorie nach Eric Reissner 
auf orthotrope Platten 


Von K. Girkmann und R. Beer, Wien 
Mit 2 Textabbildungen 


Zusammenfassung. In der vorliegenden Arbeit wird die verschirfte Plattentheorie nach 
E. Reissner, welche auch die Querschubverzerrung bericksichtigt, auf orthotrope Platten aus- 
gedehnt. Es wird ein Simultansystem von drei entkoppelten partiellen Differentialgleichungen 
sechster Ordnung fiir die Querkrifte qx, gy und die Verschiebung w erhalten; die Gleichungen 
unterscheiden sich nur in den Storfunktionen. Das Integrationsproblem ist von sechster Ordnung 
und erlaubt die Erfiillung von drei Randbedingungen. Die Anwendung der erhaltenen Beziehungen 
wird am Beispiel des frei. drehbar gelagerten Plattenstreifens unter Gleichlast dargelegt. 


Die klassische Plattentheorie erlaubt bekanntlich nur die Erfiillung von zwei 
Randbedingungen. Nach einem Vorschlag von Thompson und Tait! werden daher 
an den Randern zwei Schnittgr6Ben, namlich das Drillungsmoment und die Querkraft, 
zu einer einzigen SchnittgréBe -—- Randquerkraft — zusammengefait. In diesem 
Falle wird das Randdrillungsmoment durch ein statisch gleichwertiges Kraftepaar 
ersetzt, so daB nach de Saint Vénant die dadurch bedingte Abweichung in den 
inneren Kraften auf eine schmale Randzone der voraussetzungsgemaB diinnen Platte 
beschrankt bleibt. 

Interessanterweise hat Prof. H. Reissner?, der Vater E. Reissners, bereits 1926 
in einer Besprechung des 1925 erschienenen Buches ,,Elastische Platten‘‘ von 
Nadai die Vermutung ausgesprochen, da die Unzulanglichkeit der klassischen 
Plattentheorie von der Vernachlassigung des Beitrages der Schubverzerrungen zu 


1 Thompson und Tait: Handbuch der Physik. Bd. 6, S. 211. Berlin: Springer. 1928. 
2 ZAMM 6, 500 (1926). 
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den lotrechten Verschiebungen der Plattenpunkte herrithrt. EH. Reissner® hat diese 
Schubverzerrung beriicksichtigt und eine Theorie der diinnen Platte entwickelt, die 
die strenge Erfiillung aller drei Randbedingungen ermdglicht. Die Herleitung erfolgt 
unter Beniitzung des Castiglianoschen Prinzips. Spater haben Green* (auf kom- 
plexem Wege) und Schafer® die Gleichungen der Reissnerschen Plattentheorie 
direkt unter Beniitzung der geometrischen und elastischen Beziehungen erhalten. In 
gleicher Weise wird hier die verschirfte Theorie fiir die orthotrope Platte entwickelt. 


eee aXL——-o 


Yy Myx 
Abb. lb 


In Abb. la ist ein Plattenelement dargestellt; die vom umgebenden Werkstoff 
auf dieses Element ausgeiibten inneren Krafte (Spannungen) sind mit positivem 
Wirkungssinn eingetragen. Die Spannungen werden, wie in der klassischen Theorie, 
zu resultierenden SchnittgroBen zusammengefaBt (Abb. 1b). 


+9 aie 
= Tz AZ, Gpe= tye ei, (1) 
h h 
neo lees 
I h 
+5 +5 
ee Ox 2 dz, My = G22, (2) 
hy h 
ED Dr 
h 
Bey 
Wing : Teas (3) 
h 


Die Randbedingungen an den Plattenleibungen lauten 


Me earns 0o.=—/p, ta ete) =e 
“ (4) 
ee ae C= OF, Tae Tee 
: : ; I : 
wobei p = p (x, y) die an der Leibung z = — > angreifende Belastung pro Flachen- 


einheit ist. 


3 E. Reissner: J. Appl. Mech. 12, A 69—A 77 (1945). 
4 A. E. Grenn: Quart. Appl. Math. 7, 223228 (1949). 
5 M. Schafer: ZAMM 32, 161—171 (1952). 
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Aus den Gleichgewichtsbedingungen des raumlichen Spannungszustandes 


00. OT OT 
Pig sabia ies Or, 


Ou ay dz 

OTxy d0y OT zy 7 os 

On Gy 7: dz ip eae (5) 
OT xz OT yz 00, i 

oa Teg Thing So a) 


folgt mit den Beziehungen (1) bis (4) und mit X = Y=Z=0 


OMx OMxy 


an i ay ime! 
OMxy , AMy ie 
Wn dae Se (6) 


94x ay a. 
eae oe 


Die Bestimmung dieser fiinf SchnittgréBen ist somit eine zweifach statisch unbe- 
stimmte Aufgabe — im Gegensatz zum allgemeinen raumlichen Spannungsproblem, 
welches dreifach statisch unbestimmt ist. Die Verteilung der Spannungen iiber die 
Plattendicke h kann hieraus nicht ermittelt werden. Es werden hiefiir die einfachen 
Annahmen der klassischen Theorie beibehalten: 


ek eI a ee ee Oe pe Oe OK 7) 


3qy Q2\2) 
> ty = 52 |1=(F) |. (7) 


Diese Ansatze befriedigen die Gleichgewichtsbedingungen (5). Aus der dritten Gl. (5) 
bekommt man mit (7d, e), (6c) und (4) 


3p [22 1 /22\3 2 

noel as) ap (8) 
Zur weiteren Loésung der Aufgabe miissen nun die geometrischen und die elastischen 
Beziehungen herangezogen werden. Dabei zeigt sich allerdings, daB die getroffenen 
Annahmen (7) iiber die Spannungsverteilung i. a. den Kompatibilitatsbedingungen 
widersprechen. E. Reissner bestimmt daher die Verteilung der SchnittgréBen auf 
Grund des Castiglianoschen Prinzips. Wie eingangs erwahnt, wird hier die Methode 
von Schafer angewendet, die auf die Erfiillung der dritten geometrischen und elasti- 
schen Bedingung verzichtet. Die Abweichungen der angenommenen Spannungs- 
verteilung in der z-Richtung von der wirklichen werden namlich zufolge der voraus- 
setzungsgemaB kleinen Plattendicke h vernachlassigbar klein sein. (Dies ist tibrigens 

dieselbe Vorgangsweise wie in der klassischen Plattentheorie.) 


Bezeichnen wir die Verschiebungen in der az-, y- und z-Richtung mit U, V, W, 
dann gelten die Beziehungen 


aU 1 
bx = Gy = yy [Ox — My Oy — Mae Fe) 
aV 1 
Dore rrr Nea lane Riga 
aU aV 1 
Ma ay zt: oa Gy ez) eo 


Daa ae ON eas Ns 
a ae dy pie: eee 


ow aU 1 
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Der Unterschied zur klassischen Theorie zeigt sich darin, dals hier a. sowie Ye und Vex 

nicht mehr vernachlassigt werden. AuBerdem geht hier die Richtungsabhangigkeit 
der Elastizitatskonstanten ein; fiir den isotropen Fall ist 

Ey = Hy = By by = baz = box = ye = Gy = Gy, = Ga = G. (10) 

Fa8t man (in abnlicher Weise wie die Spannungen zu SchnittgréBen) die Ver- 

schiebungen U, V, W iiber die Plattenstirke zu resultierenden Formanderungs- 

gréBen w,, w,, w zusammen, und zwar derart, da sie mit den zugehdrigen Schnitt- 


gréBen dieselben Beitriige zur Formanderungsenergie liefern wie die wirklichen Span- 
nungen und Verschiebungen, dann gilt mit (7) 


h h 
+> its 
2 3 2 22)\2 
TW dz= 9, w=a w [1— (32) | a; 
a) ; | : 
-F 3 
h h 
+> +> 
2 6 2 22 
i GRU 2 = iN; @y. Oy =a i U —- dz ; (11) 
h e h ¢ 
— —t oy 
h h 
+> at+5 
2 6 2 22 
of Ty Vide lig 0), Wy = a5 eI Vd. 
a} a D 


Hiebei sind die W zu einer resultierenden Verschiebung w zusammengefaBt (wie 
die Spannungen 7,, und t,, zu resultierenden Kraften), die Verschiebungen U und 
hingegen zu den WinkelgroBen w, und w, (wie die Spannungen o, bzw. o, und 7x, 
zu resultierenden Momenten). Der Zusammenhang zwischen den resultierenden Forin- 
anderungs- und SpannungsgroBen folgt dann aus 


h h 
at S +> 
in ea 2 aU 22 6 2 aes 
“on We af ae We os ABs sal [Ox — fay Oy — Mae Oz] a2 


h 
2 
Die Ausrechnung liefert 
dox «12 1 ‘ 
Fa eH (Me — Ha Ma — Zp ae PM). (Tay 
Analog erhalt man 
doy 12 1 ; : 
ay WE, (™, ak ie ql: Ph?) 5 (12/2) 


Weiters folgt mit (9/3) und (7/3) 


ah 
dmx , OW _ 6 2/oU. , dV\ 22 12 
oy as on ~~ Oi ‘) (s. ay or) h 0 iti May (12/3) 
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Auferdem wird noch der Zusammenhang zwischen den Querkraften 9x5 Jy und den © 
eingefiihrten FormanderungsgréBen bendtigt. Hiezu stehen die beiden letzten elasti- 
schen Beziehungen (9) zur Verfiigung. Bilden wir nun den Ausdruck 
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[wobei nach partieller Integration von den Beziehungen (11) Gebrauch gemacht 
wurde], dann erhalten wir mit (9/5) 
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Mit (7) folgt hieraus 


ow 6 < 
Ox =e On + 5h Gx Fx (12/4) 
und analog ergibt sich 
ow 6 
Wy = oy Sonne. (12/5) 


Die Beziehungen (6) und (12) stellen acht Gleichungen mit acht Unbekannten — 
die gesuchten Schnittkrafte m,, m,, Mx, dx, Jy und die durch ( 
anderungsgroBen wz, w,, w — dar. 


Wie in der klassischen Theorie werden nun die SchnittgroBen durch die Ver- 
schiebung w ausgedriickt. Aus (12/1) und (12/2) folgt 


11) definierten Form- 


My, = 
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Fiihren wir die Biegesteifigkeiten in der x- und y-Richtung 


2 Hy h8 < Hy ht 
Ke * An GliGy a “ 13 
sere I(T pk? Lae) Oe) 
ein, dann ergibt sich mit Beniitzung des Reziprozitaitssatzes von Betti® 
1 Mah ey as (14) 
die erste der folgenden Gleichungen 
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Mm, = Ky Ee + by oe BE E, | (15/2) 
Die zweite wird auf analogem Wege gewonnen. Gema (12/3) ist 
hs Gry Ox | OWy ‘ 
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6 Girkmann: Flichentragwerke, 4. Aufl., Gleich. (817). Wien: Springer-Verlag. 1956. 
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Die Beziehungen (15) ersetzen die Gl. (12/1) bis (12/3). Mit Hilfe von (12/4) und (12/5) 
kann man nun @, und @y, eliminieren und man erhalt 
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Wir haben nun die sechs Gleichungen (6) und (16) mit nur mehr sechs Unbekannten ; 
die beiden Unbekannten w, und w, sind bereits eliminiert. Mit Hilfe der beiden ersten 
Gleichungen (6) kénnen wir auch die restlichen SchnittgroBen g, und g, durch w aus- 
driicken. Eliminieren wir wieder mit (6/3) in g, das q, und umgekehrt und beniitzen 
wir die Hilfsgré8e 


hs Gy Le hs Gy 


A= Ky fyx + 6 = Ky ty + 6 (18) 
so erhalten wir 
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= —| Ke Be ag t (An — 1) gee + Os ger | et (BL OE, (19) 
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Die dritte Gleichgewichtsbedingung liefert hiermit 
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Eliminiert man aus (20) entweder q, oder q, so entsteht 
a4 : a a 0 : a | OGx 
| K sg + 2H sae + K, ei | ® (As 20;) ae ey, a 248 
¢ a2 02 
=|1+ (B.—26) 55 +B-4) = .)p, : (21/1) 
beziehungsweise 
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Vergleicht man die Ausdriicke (16), (19) und (20) mit den entsprechenden Bezie- 
hungen der Huberschen Theorie’, so zeigt sich, da® die Glieder, welche w enthalten, 


’ Girkmann: Flachentragwerke, 4. Aufl., Gleich. (816), (818) mit (821) (822) uw. (823). 
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jeweils tibereinstimmen. Infolge der hier neu hinzukommenden Terme stellen die 
Gleichung (19) und (20) ein Simultansystem von drei partiellen Differentialgleichungen 
iN qx, q, und w dar, wihrend die Hubersche Theorie nur eine partielle Differential- 
gleichung vierter Ordnung (Plattengleichung) liefert. Zur Entkoppelung unserer 
Gleichungen schreiben wir (19) in der Form 
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Betrachten wir die Beziehungen (21) und (22) als Gleichungen in w und q, baw. in w 
und q, (wobei die Operatoren wie Faktoren behandelt werden), dann kénnen wir sie 
nach den genannten GréBen auflésen und erhalten 
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Damit haben wir drei entkoppelte partielle Differentialgleichungen sechster Ordnung 
fiir w, gy und q,, die sich nur in den Stérfunktionen unterscheiden. Dabei geht tiberdies 
die Stérfunktion von (25) aus jener von (24) durch Vertauschen von x und y hervor, 
d. h. ein partikulares Integral von (24) ergibt durch dieselbe Vertauschung ein solches 
von (25). Somit ist im wesentlichen eine Differentialgleichung mit zwei verschiedenen 
Stérfunktionen zu lésen. Zur Erfiillung der Randbedingungen wird die allgemeine 
Losung der homogenen Gleichung benétigt. Da die Entkoppelung der Differential- 
gleichungen durch eine Erhohung der Ordnung erreicht wurde, ist zu beachten, dab 
die allgemeine Lésung auch den nicht entkoppelten Gleichungen (19) und (20) baw. (21) 
geniigen mu’. Dadurch wird die Mannigfaltigkeit der Lésungen wieder auf das erfor- 
derliche Ma8 eingeschrankt. Das Integrationsproblem ist somit von sechster Ordnung 
(also um zwei Ordnungen hdher wie in der klassischen Theorie) und erméglicht daher 
die Erfiillung von drei Randbedingungen. 
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Beispiel. Betrachten wir den einfachen Fall des frei drehbar gelagerten Platten- 
streifens unter Gleichlast (Abb. 2), so ist keine Abhangigkeit von y vorhanden (er =, 
nm =1, 2, 3...) und die dritte Gleichgewichtsbedingung (6) lautet 
d x 

= +p=0. 
Wegen p = konst. folgt daraus 


Lai Fy | Mer et a? Be 
d un 


Damit sind hier die Gleichungen (19) und (20) entkoppelt, wobei 
der von Gleichung (20) verbleibende Anteil die Plattengleichung 
der Huberschen Theorie darstellt. Man kénnte also bei der 
Behandlung dieses Beispiels genau so vorgehen wie in der klassi- 
schen Theorie, wobei allerdings zu beachten ist, dali die Koppe- 
lung zwischen der Durchbiegung und den Querkraften vermdge 
der Randbedingungen bestehen bleibt. Zwecks Erlauterung 
wollen wir jedoch auch in diesem einfachen Fall von den Glei- 
chungen (22) bis (25) ausgehen. 
Zunachst folgt aus (22) 


Bw a2 qy 


= Ke 9 dae =O (a) 
und die Gleichungen (23), (24) und (25) lauten hier 
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C, Ka Bat Oe SS) 
dé x d4 qx 
Cy Ky axe Ks i 0, (b) 
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Die erste Gleichung besitzt das partikulére Integral 


x4 p 
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und die allgemeine Losung der homogenen Gleichung erhalt man mit Hilfe des An- 
satzes w, = e. Die zugehorige charakteristische Gleichung lautet 


UW, = 


Cy 18 — #4 = 0 
mit 
fo, 1, 2,3 = 0, la = = ; 1s = a 
als Losungen. Somit ergibt sich 
w= Wo + Wi = Oo + Oy B+ aa + a3 2% + age t*VCy + ase-HiVGy 4. 2 v4 1p (c) 
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Da die Gleichungen fiir ¢, und q, identisch sind mit der homogenen Gleichung fiir w 
erhalt man 


> 
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Diese Lésungen enthalten 18 Integrationskonstante, die aber nicht alle unabhangig 
voneinander sind. Die Bindungsgleichungen zwischen den voneinander abhangigen 
Integrationskonstanten erhilt man durch Einsetzen in die — im allgemeinen Fall 
nicht entkoppelten — Gleichungen (a). 


Setzt man (e) in die zweite Gleichung (a) ein, so folgt 
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Weiters ergibt sich mit (c) und (d) aus der ersten Gleichung (a) 
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Wegen des Verschwindens der héheren Ableitungen von q, (von der zweiten Ableitung 
ab) folgt 


Ba = 0, Bs = 0, 4 = 0, a = 0. (h) 


Damit verbleiben noch sechs Integrationskonstante zu bestimmen, wodurch die 
Randbedingungen befriedigt werden konnen. Diese lauten 


in 0. Unda aw OF em OL ma 0. (j) 


Aus der Bedingung, da8 die Drillungsmomente verschwinden miissen, folgt mit Hilfe 
der dritten Gleichung (16) 


ey et VG — we eG = + aly — e-all’Cy) — 
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Unter Beriicksichtigung von (g) und (h) verbleibt 
pt 
w = ao + a & +a2%* + ag 0* + Poe, (m) 


Gd; = —O Kas pe. 
Wegen der Durchbiegungsbedingung ist 


a® 
Ro 105 th = — |aaa + aga? + Po | (n) 


Fiir das Biegungsmoment m, ergibt sich damit unter Beriicksichtigung der dritten 
Gleichgewichtsbedingung 


px? 
mn, = Ke: (2 a2 + 6 a3 2) 2 (A, B,) p, 
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woraus wegen der Randbedingungen folgt 


Ay — Bx pa 


C= a Dykes Pp» Loa Toe 
und mit (n) (0) 
A, — Bx par 
Oye oa Pea e 
Somit erhalt man 
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Entwickelt man noch w in eine Fouriersche Reihe mit der Periode L = 24, so ergibt 
sich 


2 2 aye | PR user 
pee \: Seba ee | (A, — B,) be si 


Ky, ) 7 <—/ ne a 
1,3,5 1,3,5 

Diese Lisung unterscheidet sich von jener nach der klassischen Theorie durch das 

Hinzutreten der unterstrichenen Terme’. 


8 Girkmann: Flachentragwerke, 4. Aufl., Gleich. (829) u. (830). 


(Hingegangen am 10. Juli 1958) 


Alfred Basch ¥ 


Am 26. 8. 1958 verschied vollig unerwartet im 76. Lebensjahr der emeritierte 
o. Professor der allgemeinen und analytischen Mechanik an der Technischen Hoch- 
schule Wien, wirkl. Hofrat Dipl.-Ing. Dr. techn. Alfred Basch. Noch wenige Tage 
vor seinem Tode hatte er Vorbereitungen zu einer Reise nach Briissel getroffen, 


woer einen Vortrag auf der Jahrestagung der ,, [International Association of University - 


Professors and Lecturers‘‘ halten sollte. 

Werdegang und Wirken von Hofrat Basch wurden an dieser Stelle*) anla@lich 
seines 70. Geburtstages ausfiihrlich geschildert. Auch nach seiner Versetzung in 
den dauernden Ruhestand im Jahre 1954 und seiner im Jahre 1956 erfolgten 
Emeritierung setzte Basch seine wissenschaftliche und publizistische Tatigkeit mit 
ungebrochener Schaffenskraft fort. Allein in dieser Zeitschrift erschienen noch drei 
Arbeiten, die sich mit Schwingungen von Systemen von zwei Freiheitsgraden und 
mit der Geometrie der ebenen Gasstrémung befaBten. Weitere Veréffentlichungen aus 
dieser Zeit finden sich in der Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik. 
Basch stellt in diesen Arbeiten, wie schon in vielen fritheren Untersuchungen, 
geometrische Uberlegungen und geometrische Interpretationen in den Vordergrund. 

Basch hat sich seine sonnige Natur bis zum Tode bewahrt. Wenn ihn etwas 
betriibte, so war es der Umstand, daB er seine Wanderfahrten in die von ihm so 
geliebte Bergwelt wahrend der letzten Jahre allmahlich hatte einschrinken miissen. 


Die Technische Hochschule in Wien, seine Freunde, Kollegen und Schiiler in . 


aller Welt werden ihm ein treues und ehrendes Andenken bewahren. 
* H. Parkus 
*) Osterr. Ingenieur-Archiv VI, 329. 1952. 
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Nichtlineare Mechanik. Von H. Kauderer. Mit 229 Textabb. XII, 684 S. Berlin-G6ttingen-Heidel- 
berg: Springer-Verlag. 1958. Geb. DM 64.50. 


Der Titel folgt dem amerikanischen und russischen Sprachgebrauch, wo man mit nichtlinearer 
Mechanik gewohnlich nur nichtlineare Probleme mit einer unabhingigen Variablen, insbesondere 
nichtlineare Schwingungen meint. Im ersten Abschnitt des vorliegenden Buches ist jedoch dariiber 
hinaus ein spezielles Gebiet der nichtlinearen Elastizitiitstheorie, nimlich die Theorie ,,kleiner“ 
Verformungen bei nichtlinearem Spannungsverzerrungsgesetz behandelt. Dieses, im Verhiltnis zur 
Theorie ,,endlicher“‘ Verformungen bisher nur relativ wenig beachtete Gebiet verdankt seine Fér- 
derung zu einem guten Teil den Arbeiten des Verfassers, die er nunmehr im ersten Teil des Buches 
zusammengefaft vorlegt. Man nimmt erfreut die schoénen Fortschritte zur Kenntnis, die auf dem 
Gebiet der ebenen und achsialsymmetrischen Spannungszustinde sowie der Torsion und Platten- 
biegung bereits gemacht wurden. 

Der erste Abschnitt des Buches steht nur in einem sehr losen Zusammenhang mit dem anschlie- 
Senden Hauptteil, der rund drei Viertel des Gesamtumfanges einnimmt. Er ist den nichtlinearen 
Schwingungen mit einem Freiheitsgrad gewidmet, enthalt aber auch ein fast 100 Seiten umfassendes 
Kapitel tiber Systeme mit einer hoheren Anzahl von Freiheitsgraden. Der Aufbau entspricht etwa 
den bekannten Biichern von Stoker und Minorsky, die Beispiele sind aber simtlich der Mechanik 
entnhommen. 

Der Verfasser hat eine bemerkenswerte Leistung vollbracht und ein riesiges Material mit 
bewundernswertem Fleif zusammengetragen und verarbeitet. Die Darstellung verliert sich vielleicht 
gelegentlich zu sehr in Einzelheiten, wihrend wiederum manches fehlt, das man gerne gebracht 
sehen wurde. Aber solche Winsche sind natiirlich immer subjektiv und konnen das Verdienst des 
Verfassers nicht schmialern. 

Der behandelte Stoff hat in den letzten Jahren immer mehr an Bedeutung gewonnen. Man darf 
dem Buch also eine weite Verbreitung voraussagen und wiinschen. 

H. Parkus, Wien 


The Finite Twisting and Bending of Heated Elastic Lifting Surfaces. Von Rk. L. Bisplinghoff. (Mit- 
teilungen aus dem Institut fir Flugzeugstatik und Leichtbau an den ETH Zirich: Nr. 4.) Mit 
50 Abb., 114 8., Ziirich: Verlag Leemann. 1958. sfr. 14.50. ; 


Schnellfliegende Flugkérper erfahren durch die Kompressibilitéat und die innere Reibung der 
Luft eine betrachtliche Aufheizung, wobei Warmespannungen entstehen, wihrend gleichzeitig die 
erhéhte Temperatur eine Abminderung der Festigkeitsbeiwerte des Werkstoffes bewirkt. Bei lan- 
gerer Flugdauer ist damit der Geschwindigkeitssteigerung sehr bald eine Schranke gesetzt. 

Die vorliegende Ziiricher Dissertation des bekannten Forschers und Professors am M.I.T. ist 
der Untersuchung dieser Warmespannungen und ihrer Einfliisse auf die Stabilitat in Rechteck- 
platten und flachen Zylinderschalen gewidmet. Zunachst werden auf der Theorie von Marguerre 
aufbauend die Grundgleichungen der flachen Schale mit Einschlu& von Temperatureffekten auf- 
gestellt, die zugehérigen Minimalprinzipe formuliert und Stabilitatskriterien besprochen. Die Theo- 
rie wird dann auf verschiedene Sonderfalle angewendet, wobei nach H#. Reissner niherungsweise 
eine plausible Biegefliche angenommen und die partielle Differentialgleichung damit auf eine ge- 
wohnliche reduziert wird. Passende Temperaturverteilungen werden eingefihrt. An Stelle der Dif- 
ferentialgleichung wird auch eine Integralgleichung verwendet und schlieBlich als dritte Méglichkeit 
das Ritesche Verfahren herangezogen. Die Rechenergebnisse werden mit gleichfalls vom Verfasser 
durchgefihrten Versuchen verglichen. Auch Schwingungen werden untersucht, die sich den bereits 
verformten Platten tiberlagern. 

Die auBerordentlich sorgfaltig durchgefihrte Arbeit stellt einen wertvollen Beitrag zur ,,Aero- 
thermoelastizitit‘‘ dar und ist jedem auf diesem Gebiet Tatigen zum grindlichen Studium zu emp- 


fehlen. 
H. Parkus, Wien 


Indeterminate Structural Analysis. Von 7. St. Kinney. Mit zahlreichen Textabb., XIII, 655 S. 
Reading, Mass. USA: Addison-Wesley Publ. Comp. Inc. 1957. Geb. $ 9.50. 


Das Buch bringt eine schéne und ausfihrliche Zusammenstellung der baustatischen Methoden 
und behandelt insbesondere die statisch unbestimmten Systeme. Die wbersichtliche Darstellung 
ermoglicht es jedem mit den Grundlagen der Statik vertrauten Leser, dem Verfasser unschwer zu 
folgen. Mit Beispielen (allerdings im anglo-amerikanischen Mafsystem) wurde nicht gespart. Recht 
interessant ist die vom Verfasser entwickelte Methode des ,,konjugierten Tragwerks“, eine Erwei- 
terung des Verfahrens der elastischen Gewichte. Im Gegensatz zu dem bekannten Mohrschen Ver- 
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fahren, wo sich alles in derselben Ebene abspielt, liegt hier das dem gegebenen (vertikalen) Trag- 
werk zugeordnete System in einer horizontalen Ebene, und auf dieses konjugierte System wirkt die 
Momentenbelastung in vertikaler Richtung ein. — Was das Buch besonders lebendig macht, sind die 
zahlreichen historischen Hinweise im Text. Das erste Kapitel bringt eine sehr hiibsche Zusammen- 
fassung der geschichtlichen Entwicklung der Baustatik von den Anfingen der Zivilisation bis heute. 
Den Abschlu& des Buches bildet ein Kapitel aber die verschiedenen Moglichkeiten, baustatische 
GréfRen (EinfluBlinien usw.) aus Modellversuchen zu gewinnen. — Das Buch kann fir Studium und 


Praxis bestens empfohl rden. 
xis bestens empfohlen werden ¥ Olanelha. Wien 


Vibration and Impact. Von R. Burton. Mit zahlreichen Textabb. X, 310 S. Reading Mass.: Addison- 
Wesley Publishing Company, Inc. 1958. Geb. $ 8.50. 


Das Buch ist als Lehrbuch, wie solche an amerikanischen Universitaten den Vorlesungen zu- 
grunde gelegt werden, fiir Studenten des Maschinenbaues geschrieben. Die mathematischen An- 
spriiche an den Leser sind denkbar bescheiden; mehr als die Grundbegriffe der Differential- und 
Integralrechnung wird nicht verlangt. Diese Beschrinkung zwingt natirlich den Verfasser zu 
einigen Umwegen bei der Auflésung der auftretenden Differentialgleichungen. Man muf ihm aber 
zugestehen, da8 er sich seiner schwierigen Aufgabe mit groBem Geschick entledigt. ed 

Der Inhalt des Buches ist erstaunlich vielfaltig. Nach einem kurzen historischen Uberblick 
wird zunachst der lineare Schwinger mit einem Freiheitsgrad ausfiihrlich behandelt, wobei auch 
einiges tiber selbsterregte Schwingungen zur Sprache kommt. Einige einfache StoBvorgange, 
bewegte Lasten und plétzlich aufgebrachte Krafte folgen nebst einem kurzen Hinweis auf die 
statistische Behandlung unregelmabig auftretender Krafte. Daran schlieBt ein mehr beschreibend 
gehaltenes Kapitel iibernichtlineare Schwingungen und ein weiteres tiber Schwingungsmessungen. Die 
linearen Systeme mit zwei Freiheitsgraden werden wieder ausfihrlich behandelt, wobei auch Schwin- 
gungstilger und Schwingungsdaémpfer besprochen werden. Fiir Systeme mit mehreren Freiheits- 
graden werden — mit vollem Recht — nur Niherungsmethoden gebracht, namlich das Holzersche 
Verfahren in seiner einfachsten Form und die Matrizeniteration. Es wird auch gezeigt, wie man bei 
der Berechnung der héheren Eigenwerte und Eigenfunktionen vorzugehen hat. In das numerische 
Beispiel auf Seite 210 hat sich leider ein sinnstorender Fehler eingeschlichen. Es folgt nun weiter 
der Ubergang zum Kontinuum und ein kurzer Abschnitt tber Regelungsvorginge. Den Abschlu8 
bildet ein Kapitel tuber Ermidungsfestigkeit. 

Das Buch ist sehr anregend und durchaus in der Sprache des Ingenieurs geschrieben. Wie bei 
allen Publikationen des Verlages sind auch hier die sauberen und klaren Zeichnungen hervorzu- 
heben. 

H. Parkus, Wien 


Verformung und FlieBen des Festkérpers. Kolloquium Madrid 26. bis 30. September 1955. Heraus- 
gegeben von L. Grammel. (Internationale Union fir theoretische und angewandte Mechanik.) 
Mit 188 Textabb., XII, 324 8S. Berlin — Gottingen — Heidelberg: Springer-Verlag. 1956. Geb. 
DM 37.50. 


Der Zweck des Madrider Kolloquiums war, wie der Herausgeber in einer sehr schén geschriebe- 
nen Einftithrung darlegt, die Briicke zu schlagen zwischen den Vertretern der Mechanik einerseits 
und denen der Festkorperphysik andererseits. Wenn man miterlebt, wie die Mechanik seit einigen 
Jahrzehnten bemiuht ist, die Idealisierungen ihrer klassischen Zeit Schritt fir Schritt abzubauen und 
damit der Realitat naherzukommen, dann weifS man, wie wichtig eine solche Kontaktaufnahme 
geworden ist. Dem Zweck des Kolloquiums entsprechend sind die meisten Vortrage referierender 
Natur. Sie sind nach drei Themengruppen unterteilt: Versetzungen und Plastizitit, Nichtlineare 
Elastizitaét, Viskoelastizitat und Relaxation. Insgesamt wurden 27 Vortrage gehalten. Man ist dem 
Verlag fiir die Herausgabe zu Dank verpflichtet und darf hoffen, daB sich solehe Veranstaltungen 
in regelmaBigen Abstanden wiederholen werden. Wer sich mit Elastizitit und Plastizitatstheorie 
beschaftigt, wird das Buch mit Nutzen studieren. 


H. Parkus, Wien 
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- Die Bedeutung des Kolbenringes als eines der wichtigsten Bauteile jeder Kolbenmaschine steht 
_auBer Frage, da von seiner richtigen Arbeitsweise in den meisten Fallen der stérungsfreie und 
_wirtschaftliche Betrieb der Maschine abhangt. Wegen seiner unzuginglichen Lage als freies 

Element im bewegten Kolben gehort er zu den im Betrieb am schwierigsten zu beobachtenden 

und zu tiberwachenden Maschinenteilen. Es ist daher nicht verwunderlich, wenn iiber die mecha- 

nischen und thermischen Beanspruchungen sowie iiber die Bewegungsverhialtnisse dieses Ver- 
schleiBteiles bis jetzt wesentlich weniger exakte Unterlagen zur Verfiigung stehen als fiir die 
_meisten anderen Maschinenelemente. Mit dem Werk von Hnglisch liegt nun eine umfassende, 
die neueste Entwicklung beriicksichtigende Darstellung des Gesamtgebietes der Kolbenringe 
__ vor, die ausfithrlich auf alle Fragen der Fertigung und Verwendung eingeht. In vier Hauptab- 
gchnitten behandelt das zweibandige Werk die Theorie der Kolbenringe und Ringdichtungen, 
die Herstellung von Kolbenringen, den Aufbau von Ringdichtungen, das Verhalten der Kolben- 
_ ringe im Betrieb und schlieBlich die Priifung von Kolbenringen. Der Maschinenbauer, der vor 
- der Wahl eines geeigneten Werkstoffes steht, der tiber die Gestaltung der Ringe, die Bemessung 
des AnpreBdruckes, die Anordnung der Ringe im Kolben und viele andere Detailfragen eine 

Entscheidung treffen mu8, findet hier eine verlaiBliche Arbeitsunterlage. : 

Wahrend sich der I. Band vorwiegend mit der Theorie des Kolbenringes und seiner Herstellung 

und Gestaltung befaBt, erértert der II. Band die Probleme des Kolbenringes in der Praxis. 

Der Aufbau der Ringdichtungen, Schmierung und Schmierdlverbrauch, Ring- und Zylinderver- 

schlei8 sowie die mit Kolbenringen zu beobachtenden Schwierigkeiten, wie das Ringstecken 

und Ringbrechen, werden eingehend erértert. Es werden ferner Hinweise fir die Prifung von 
We Kolbenringen gegeben und schliefSlich erginzt ein Anhang mit Schliffbildern von richtiger und 
fehlerhafter Gefiigeausbildung in den heute verwendeten Ringwerkstoffen die Darstellung. 
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Zweiter Teil: Mit iiber 500 entwickelten Ubungsbeispielen und Ubungsautgaben gant Lésun- $ : 
‘ gen und 116 Abbildungen. XII, 375 Seiten. 8°. 1950. 
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Das pidagogisch geschickt aufgebaute Buch geht aus von einem Abschnitt iiber allgemeines RoohnenA welcher auch 
die Flachen- und Inhaltsberechnungen, das Rechnen mit Logarithmen und den Gebrauch des Rechenschiebers sowie 
die Grundziige des graphischen Rechnens enthilt. Sodann werden das spezifische Gewicht und die Mischungsrechnung _ 
ausfiihrlich behandelt. In sehr griindlicher Weise wird in die Stéchiometrie eingefiihrt, einschlieBlich der Anwendung — 
der Gasgesetze und der einfacheren physikalisch-chemischen Aufgaben. Da jedem Abschnitt mehrere voll entwickelte — 
Beispiele vorangestellt sind, wurde erreicht, daB auch der Anfanger Freude am chemischen Rechnen gewinnt. Das — 
taigkelt. ‘Tabellenmaterial am SchluB des Buches gg seine Verwendung auch wihrend der spateren Berufs- “af 
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Pregl- Roth, Quantitative bidaniele Mikroanalyse. Von Dr. H. Roth, Badische 
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wendung eingehend beschrieben. Sie dienen in hervorragender Weise zur Aneignung der fiir jeden Mikroanalytiker — 4 
nétigen Grundkenntnisse und Fahigkeiten und vielfach als Grundlage fiir die Weiterentwicklung der mikrosmalyti- i 
schen Methodik, wie sie in dieser N eugene sinnfalligen Ausdruck findet. 
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Wege und Ziele der Wirtschaft Osterreichs. Von Dr. Carl Hiaccstic Botschatter © 
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»lur jeden ésterreichischen Patrioten ist es erfreulich zu sehen, wie dem Autor der einwandfrei beige N acter cll fir 
die wirtschaftliche Lebensfahigkeit unseres Landes gelingt, dessen ruhige Entwicklung zu erhalten Aufgabe jedes ein- 
zelnen Biirgers ist. Dr. Hudeczek bleibt in seinem Buch bei Osterreich nicht stehen. Er befaft sich ausfiihrlich mit den 
Plinen zur wirtschaftlichen Integration HEuropas, wobei er auf Vorteile und Nachteile gleichermaBen hinweist 
und damit wieder einen Nachweis der Objektivitaét seiner Darstellung liefert. Wer immer sich mit Osterreichs Wirt- 
schaft auseinandersetzen will, sollte zu dieser Veroffentlichung greifen, die in jedem Fall eine Fille wertvoller Auf- 
schliisse vermittelt und porosunres zur intensiven Beschaftigung mit dem. einen oder anderen Wirtschaftszweig 
auslost.< : Wiener poaune 
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Vom Gesetzesstaat zum Richterstaat. Recht als Mag der Macht. Gedanken: tiber 2 : 
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